ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 23.01.2017

TEMA 1

Esercizio 1 Calcolare I'integrale
2 e
/ ———dz
log(3) € — 4

Svolgimento. Si ha

2

2 e® e 1
——— dx = (ponendo € = t, per cui dz = dt/t) / ———dt
/log(B) €2x —4 3 t2 —4

2

1 [ 1 1 1. |t—2
——/ Lo Lty ‘yg;f
4)y t+2 t—2 47 |t + 2

421 1 3 2
[log5z } =3 <settanh 3~ settanh 62> .

Esercizio 2 Risolvere la disequazione
22° — 22%| < 3

e disegnare le soluzioni sul piano di Gauss.

Svolgimento. Si ha
272 — 222 = 4(Z — 2)(Z + z) = (ponendo z = x + iy) Sizy,

da cui
|222 — 2z2} = 8|zy].

La soluzione & quindi
3
{z=2+iyeC:lzy|l < g},

rappresentata in figura 1.

Esercizio 3 Studiare la convergenza della serie

“+oo

Zn2(cos(1/n) — 1+ sin(1/2n%))

n=1
al variare del parametro o > 0.

Svolgimento. Dagli sviluppi di MacLaurin di cosz e di sin z risulta, per n — 400,

. 1 1 1 1 1 1 1
cos(l/m) =1+ sin(1/2n) = =g 5 + g +0 <n4> s~ 3mnm + 5Ezeee 7O <ns> :
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Figura 1: Le soluzioni dell’esercizio 2 (Tema 1).

per cui il termine generale della serie, per n — +o0, € asintotico a
2
(sea<2) g%
(se @ =2) 1/24n?
(sea>2) —1/2

e quindi ha segno definitivamente costante per n — +00. Se a # 2 il termine generale della serie non &
infinitesimo e quindi la serie diverge (a —o0). Per a = 2 la serie converge.

Esercizio 4 Si consideri la funzione w
x| —4

2+ 22

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

f(x) := arcsin

|z|—4 |z|—4
2+x2 2+x2
|z| — 6 — 22 < 0, che & sempre verificata, mentre ‘ﬂ;? > —1 equivale a 2% + |z| — 2 > 0, che & verificata per
x < —1ex>1. Pertanto D = [1, 400 (U] — 00, —1]). D’ora in poi assumeremo sempre x > 0. La funzione
e continua in D, f(1) = arcsin(—1) = —7/2 e lim,_, 1~ f(z) = arcsin 0 = 0, asintoto orizzontale. Il segno di
f & dato dal segno dell’argomento dell’arcoseno, per cui f(z) > 0 se e solo se x — 4 > 0 e quindi = > 4.
(ii) In D si possono applicare le regole di derivazione se ’argomento dell’arcoseno & diverso da +1, cio¢ per
x > 1. Per tali x si ha

Svolgimento. (i) La funzione ¢ pari. D ={z € R: -1 < < 1}. La disequazione < 1 equivale a

, 2+ 2 - 22(x —4) 1 —2% 4+ 8z + 2
f(.%'): 2N\2 = )
(2 + 22) . (I_4)2 (14 222)V2x24+2—3
T\ 2422

da cui si ricava che f’(z) < 0 se e solo se —22 + 8z +2 < 0, per = > 1, cioé per 1 < x < 4 + 3v/2, che
pertanto e il punto di massimo assoluto, mentre x = 1 ¢ il punto di minimo assoluto. Si ha

lim f'(z) = +oo,

r—1t
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Figura 2: Il grafico di f (Tema 1).

per cui il grafico di f, rappresentato nella figura 2, ha tangente verticale in (1,7/2).

Esercizio 5 Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

/+°° |arctan(z — 1)| arctan z
0 11— 22| (sinh /z)”
al variare di «, 8 € R.

Svolgimento. L’integranda f(z) € continua in |0, 1[U]1, +-00], per cui bisogna studiare la convergenza dell’in-
tegrale separatamente per x — 07, per x — 1 e per & — +oo.

Per z — 0,
xarctan 1 1
r) ~ ———— = arctanl ,
fla) ~ TE0S =
e quindi l'integrale converge in 0 se e solo se 5 < 4.
Per z — 1,
arctan 1 |z — 1 arctan 1 1

xT) ~ = ,
f=) |z — 12|z + 1|o(sinh v/2)#  22(sinh/2)8 [z — 1|21
e quindi I'integrale converge in 1 se e solo se a < 2.

Per x — 400, s8¢ 8 >0

2 71'2

m
< .
4 (sinh /z)? ~ 2-8) e(BVE)

Quest’ultima espressione & o(1/2?) per * — +oco e quindi converge.
Se B8 =0,

fz) <

f@) ~ m?/42%?,
quindi converge se o > 1/2. Se 8 < 0,
fl@) ~n2eP2/2278 > 1/x

per x — +oo e quindi l'integrale diverge. In sintesi, 'integrale converge se a <2e (0 < <4o0sef=0e
1/2<a<2.



Esercizio facoltativo. Sia I un intervallo chiuso e limitato e sia f : I — R una funzione continua e tale
che f(z) € I per ogni x € I. Dimostrare che esiste almeno un x € I tale che f(z) = .

Svolgimento. Consideriamo la funzione g(x) = f(z) — x, che vogliamo dimostrare che si annulla in almeno
un punto di I := [a,b]. Se g(a), g(b) # 0 allora necessariamente g(a) > 0 e g(b) < 0, per cui per il teorema
degli zeri esiste T €]a, b] tale che g(z) = 0.

TEMA 2

Esercizio 1 Calcolare l'integrale
1 et
/ PO TSP
o0 e +4e* +5

Swvolgimento. Si ha

t

1 T e
e .
|} s e = poneno ¢ = per v de =) [T

e
1
= /1 (EIErs dt = arctan(t + 2)|{ = arctan(e + 2) — arctan 3.
Esercizio 2 Risolvere la disequazione
|42 — 42%| <5
e disegnare le soluzioni sul piano di Gauss.

Svolgimento. Si ha
47% — 42% = 4(2 — 2)(2 + 2) = (ponendo z = x +iy) — 16ixy,

da cui
|42° — 42°| = 16]ay].
La soluzione & quindi

)
{z=z+z’y€(C:|xy\<1—},

6
rappresentata in figura 3.
Esercizio 3 Studiare la convergenza della serie
“+o0o
Z n? (2- el/2n® cos(1/n))
n=1

al variare del parametro a > 0.

Svolgimento. Dagli sviluppi di MacLaurin di e* e di cos x risulta, per n — +oo,

61/2"a+cosl—1+i+71 +o0 i +1—L+L+O i
n 2n® 2. 4n2« n2c o2n? = 24n4 nt)’
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Figura 3: Le soluzioni dell’esercizio 2 (Tema 2).

per cui il termine generale della serie, per n — +o0, € asintotico a

(se a < 2) —n

2n°;
(se a =2) 87”42
(se a>2) i

e quindi ha segno definitivamente costante per n — +o0o0. Se o # 2, il termine generale della serie non &
infinitesimo e quindi la serie diverge (a —o00). Se a = 2 la serie converge assolutamente e quindi converge.

Esercizio 4 Si consideri la funzione "
4 — |x

1+ 222"

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f’;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

f(x) := arcsin

Svolgimento. (i) La funzione & pari, per cui la studiamo per > 0. Per taliz, D = {z > 0: [4—x| < 1+22%}.
La disequazione |4 — x| < 1+ 222 per x > 4 equivale a 222 — 2 + 5 > 0, che & sempre verificata, mentre per
0 < x < 4 equivale a 222 + x — 3 > 0, che & verificata per > 1. Pertanto D = [2, +oo| (U] — 00, —2]). La
funzione & continua in D, f(2) = arcsin(1) = 7/2 e lim; 1o f(z) = arcsin0 = 0, asintoto orizzontale. Il
segno di f & dato dal segno dell’argomento dell’arcoseno, per cui f(z) > 0 se e solo se z < 4.

(ii) In D si possono applicare le regole di derivazione se 'argomento dell’arcoseno & diverso da 41, cio¢ per
x > 2. Per tali x si ha

) = —(1+22%) — (4—2)4n 1 _ 272 — 162 — 1
(1 + 222)2 , ( i >2 (1+222)v222 + -3
T\ 14222

da cui si ricava che f’(z) < 0 se e solo se 222 — 16z — 1, per o > 2, cio¢ per 2 < x < 4 ++/66/2, che pertanto
¢ il punto di minimo assoluto, mentre z = 2 ¢ il punto di massimo assoluto. Si ha

lim f'(z) = —
Jim f(z) = —oo,
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Figura 4: Il grafico di f (Tema 2).

per cui il grafico di f, rappresentato in figura 4, ha tangente verticale in (1,7/2).

Esercizio 5 Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

/+°° |arctan(z — 2)| arctan z p
x

0 |22 — 4| (sinh &/z)°

al variare di «, 8 € R.

Svolgimento. L’integranda f(z) € continua in |0, 2[U]2, +-00], per cui bisogna studiare la convergenza dell’in-
tegrale separatamente per x — 07, per z — 2 e per & — +oo.

Per z — 0,
rarctan2 arctan2 1
f(»x) ~ Ao B3 = 4o x§_17
e quindi l'integrale converge in 0 se e solo se 5 < 6.
Per z — 2,
arctan 2 |x — 2| arctan 2 1

f(z)

|z — 2|%|x + 2|*(sinh ¥/2)#  42(sinh /2)8 |z — 2|1
e quindi I'integrale converge in 2 se e solo se a < 2.
Per x — 400,se 8 >0

72 2

< < ]
J) = 4 (sinh /z)° ~ 2B V)

Quest’ultima espressione & o(1/2%) per x — -+o0, per cui I'integrale converge. Se 3 = 0,
f(x) ~ w242,
quindi converge se a > 1/2. Se f < 0, f ¢ illimitata per z — +o00 e quindi 'integrale diverge.

In sintesi, I'integrale converge se a <2e0 < <6osef=0e1/2<a<2.

TEMA 3



Esercizio 1 [6 punti] Calcolare l'integrale

3 e
O T dx
log4 et —9

Svolgimento. Si ha

3 ot &
/ dz = (ponendo e” = t, per cui dz = dt/t) / PR dt
: 4

Og4€2z—9 -9
63
1/ 1 1 1
= () at=21
/4 6<t—3 t+3)’ 6 °°

¢ 1 763 -3
= — 10 —_—
, 6813
Esercizio 2 Risolvere la disequazione

t—3

t+3

32 —37%| < 2
e disegnare le soluzioni sul piano di Gauss.

Svolgimento. Si ha
322 — 372 = 3(2 — 2)(2 + 2) = (ponendo z = z + iy) 12izy,

da cui
3‘22 - 22| = 12|zy.

La soluzione & quindi

1
{z=2+1iy e C: |zy| <6}’

rappresentata in figura 5.

Figura 5: Le soluzioni dell’esercizio 2 (Tema 3).

Esercizio 3 Studiare la convergenza della serie

+oo

Z n2(cosh(1/na) + cos(1/n) — 2)

n=1

al variare del parametro a > 0.



Svolgimento. Dagli sviluppi di MacLaurin di coshz e di cosx risulta, per n — +oo,
1 1 1 1 1 1 1
COShl/nO‘+COSn—1+2n2a+W+O<nAa> +1—2n2+24n4+0<n4>,
per cui il termine generale della serie, per n — +o0, € asintotico a

2

(sea<l) &

2n§a
(sea=1) 5=
(sea>1)

e quindi ha segno definitivamente costante per n — +o00. Se « # 1, il termine generale della serie non &
infinitesimo e quindi la serie diverge (a +oo rispettivamente). Se o = 1 la serie converge assolutamente e
quindi converge (essendo asintotica alla serie ﬁ)
Esercizio 4 Si consideri la funzione 2| — 4

x|l —
22243
i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;
ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;
iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

f(x) := arcsin

Svolgimento. (i) La funzione & pari, per cui la studiamo per x > 0. Per taliz, D = {z > 0: |z —4| < 22?+3}.
La disequazione |z — 4| < 222 + 3 equivale al sistema

r—4<22%+3
{ x—4>-2:2-3

la prima equazione ¢ sempre verificata, mentre la seconda ammette come soluzione (in R}) = > % Pertanto
D = ((—o00,—3]U[3,+00)) . La funzione & continua in D, f(1/2) = arcsin(—1) = —7/2 e limy— o0 f(z) =
arcsin0 = 0, e quindi y = 0 é un asintoto orizzontale e z = 1/2 punto di minimo assoluto. Il segno di f &
dato dal segno dell’argomento dell’arcoseno, per cui f(z) > 0 se e solo se z > 4.

(ii) In D si possono applicare le regole di derivazione se 'argomento dell’arcoseno & diverso da 41, cio¢ per
T > % Per tali z si ha

F(x) = (222 +3) — (v — 4)4x 1 B —222 4+ 16z + 3
e (222 4 3) a2 (20243)/(222+3)2 — (z — 4)2
L- (2x2+3)

da cui si ricava che f’(x) > 0 se e solo se 222 — 16z — 3 < 0, per x > 1/2, cioe per 1/2 < z < (8 +/70)/2,
che pertanto ¢ il punto di massimo assoluto, mentre x = 1/2 ¢ il punto di minimo assoluto. Si ha

lim f/(x) = oo,

z—1
per cui il grafico di f, rappresentato in figura 6, ha tangente verticale in (1/2, —m/2).

Esercizio 5 Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

dx

/+°° |arctan(3 — z)| arctan x
0 |9—a2|* (cosh/x — 1)6

8
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Figura 6: Il grafico di f (Tema 3).

al variare di «, 8 € R.

Svolgimento. L’integranda f(z) ¢ continua in (0,3) U (3,+00), per cui bisogna studiare la convergenza
dell’integrale separatamente per z — 0T, per z — 3 e per & — +00.

Per z — 07,
(@) x arctan 3 28 arctan3 1
€T =
B a B—1°
O

e quindi I'integrale converge in 0 se e solo se 5 < 2.
Per z — 3,
(@) ~ |3 — x| arctan 3 B arctan 3 1
|3 — z|®|6]*(cosh /3 — 1) |6|*(coshv/3 —1)8 |3 — z[e~1’
e quindi I'integrale converge in 3 se e solo se a < 2.
Per z — 400, se g > 0,

98 ()2
f<f”>wxza(£)ﬁ-

Quest’ultima espressione & o(1/2%) per x — 400, per cui I'integrale converge per  — 400 (per ogni valore
di ). Se =0,
f(a) ~m?fda®,

quindi converge se a > 1/2. Se 5 < 0, f & illimitata per x — 400 e quindi l'integrale diverge.
In sintesi, 'integrale converge se a <2e0 < <4o0sef=0el1/2<a<2.

TEMA 4

Esercizio 1. Calcolare I'integrale
1 et
—d
/0 2 _fet 15

Svolgimento. Operando la sostituzione ¢t = e”, si ottiene

1 e® e 1 e 1
0 e’”—4ez—|—5 1 t —4t+5 1 (t—2) +1



Sostituendo t — 2 = s, si ottiene

1 e® e—2 1 5 T
e
/0 P TP dx = /_1 21 ds = [arctan s]°* = arctan(e — 2) + T

Esercizio 2. Risolvere la disequazione
92 — 92%| < 2

e disegnare le soluzioni sul piano di Gauss.

Svolgimento. Si deve risolvere

7 zllz 42 < 2
VAR Al VA z —.
9

Per z = x + iy, si ottiene

1
< —_
|lzy| T

rappresentato in figura 7.

-2 -1 0 1 2

Figura 7: Le soluzioni dell’esercizio 2 (Tema 4).

Esercizio 3. Studiare la convergenza della serie
+00
2
Z n? (el/" —tanl/n® — 1)
n=1

al variare del parametro o > 0.

Svolgimento. Usando gli sviluppi di Mc Laurin

2
ey = 1+y+%+0(y2) per y — 0
%
tany = y+§+o(y4) per y — 0,
otteniamo 1 11 1 1 11 1
1/ = - 4 _ - _ = il
e —tann 1_n2+2n4+0( 4) n® 3 nde (n4a)'



Osserviamo che per ogni valore di « la serie & a termini di segno definitivamente costante. Inoltre si ha

n?-a se a € (0,2)
nZ(el/"a—tanl/n—l)w # se =2
1 se a € (2,+400).

Per il teorema del confronto asintotico, concludiamo che la serie € convergente per o = 2 e divergente per
tutti gli altri valori di o > 0.

Esercizio 4. Si consideri la funzione "
4 —4|x

522+ 3"

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

f(x) := arcsin

Svolgimento. Osserviamo innanzitutto che f & una funzione continua sul suo dominio naturale (per i teoremi
sulla continuita della funzione composta, del modulo e delle funzioni elementari) ed & pari; infatti si ha

4 — 4| — z| . 4 — 4|z
= arcsin =

J(o) = aresin £ g 5743

f(z).
Possiamo pertanto studiare la funzione su [0, +00) e poi ottenere il suo comportamento su (—oo,0) per
simmetria.
Dominio. Per z € [0,400), il suo dominio ¢ dato da
4—4x

1< — <1
~bhx2 43~

cioe (visto che 522 + 3 > 0 sempre)
—52® —3<4—4x <ba®+3

cioe
5x2—4x+720 e 5m2+4m—120.
La prima disuguaglianza e sempre verificata mentre la seconda ¢ vera per = € (—oo, —1]U[1/5, +00). Quindi
sull’intervallo [0, +00), il dominio & [1/5,00). (Per simmetria: dom(f) = (—o0,—1/5] U [1/5,00).)
Segno. Per z € [0,400), f > 0 quando
4 —4x >0
5x2 43
cioe 4 — 4z > 0, cioe x < 1. Quindi f > 0su [-1,—-1/5]U[1/5,1] e f <0 su (—oo,—1]U[l + c0).
Limiti agli estremi del dominio. Con un cambio di variabile, abbiamo
xginoo flz) = 31/1_1({(1) arcsiny =0
Inoltre, in z = 1/5, per continuita di f, si ha lim,_,; 5+ f(z) = f(1/5) = 7/2. Quindi, f ha y = 0 come
asintoto orizzontale sia per x — +o0 che per x — —o0.
Derivabilita. Per i teoremi sulla derivabilita della funzione composta e poiché g(y) = arcsiny &
derivabile su (—1, 1), abbiamo che f € C*((—o0, —1/5) U (1/5,+00)). Rimane da studiare la derivabilita di
f nei punti —1/5e 1/5.

11



Calcolo f’. Su [1/5,+00) abbiamo

1

MO earsvear -

> [202” — 40z — 12]

Segno di f’, monotonia e punti di estremo relativo ed assoluto. Per z € [0,+c0), f/ > 0
quando
202? — 40z — 12 > 0

che ¢ vera solo per = > HT V40 " Possiamo quindi dedurre che

e f ¢ decrescente su (—oo, —@] esu [t 5‘%57\/@],

0, ] e su [P, 4oo),

e f & crescente su [—

e f presenta punti di minimo assoluto in x = j:E’JFT V40 (sono ovviamente punti di minimo relativo, hanno

uguale valore per simmetria di f, e sono di minimo assoluto per il teorema di Lagrange),
e f presenta punti di massimo assoluto in x = :l:% (perché 'immagine di arcsin ¢ inclusa in [—7/2, 7/2]).

limiti di f’ e derivabilita’ in xz = +1/5. Osserviamo che si ha

lim f/(z) = —o0;
lim'a) = —oc;
quindi la funzione non ¢ derivabile nei punti z = 1/5 e x = —1/5.

grafico di f in figura 8

Figura 8: Il grafico di f (Tema 4).

Esercizio 5. Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

/+°° arctan z |arctan(1 — 2z)|
0 |1 — 42| (coshz —1)°

al variare di «, 8 € R.

12



Svolgimento. Innanzitutto osserviamo che la funzione integranda f puo essere scritta come

arctan x |arctan(1l — 2x)|

xr) =
fle) |1 — 2| |1 + 2z|® (coshz — 1)?

da cui si vede facilmente che f appartiene a C°((0,1/2) U (1/2,+00)). I punti di integrazione impropria
sono tre: x =0, x = 1/2 e +o0. L’integrale va risolto come

~+o0 1/4 b d
/ f(x)dx = lim f(x)dx+ lim f(x)dx+ lim / f(z)dr+ lim / f(x)dx
0 1

a—01 Jq4 b—1/2— 1/4 c—1/2+ d—+o0

Studiamo separatamente il comportamento asintotico della f nei vari punti.

Per z — 0. Abbiamo -

~L 26—2> 1-25.
1@~ 2y (m2"2) @

per il teorema del confronto, abbiamo che il primo integrale & convergente se e solo se 5 < 1.

Per z — 3. Abbiamo arctan(l — 2z) ~ (1 — 2z) e quindi otteniamo

arctan(1/2)

21+e (cosh(1/2) — 1)°

1—
|f ()] ~ 1= 227
per il teorema del confronto, abbiamo che il secondo ed il terzo integrale sono convergenti se e solo se a < 2.
Per x — +00. Abbiamo
72 1 2 1 )
4 g20cosh’ x4 x?eefr’

[f(@)] ~

per il teorema del confronto, abbiamo che il quarto integrale diverge se 5 <0eVaose f=0ed o < 1/2
mentre converge per f =0ed o > 1/2 e per 5 >0 e Va.
In conclusione, l'integrale iniziale converge se e solose f € (0,1) ea<20f=0el1/2<a <2.
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