ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 13.02.2017

TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(x) :=log ‘xQ —2x — 3.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Soluzione. i) Chiaramente D = {x € R : 22 — 2z —3 # 0} = R\ {—1,3}. Per il segno abbiamo
f(@)>0, <= [2?-22-3|>1, < 2°-20-3<-1, Va’®—2r—-3>+1.

Abbiamo che 22 — 2z — 2 <0seesolose g :=1—-vV3< 2z <1++V3=21ex2—2x—4>0se e solo
se x <1—+/5=: 29 oppure z > 1+ /5 =: z3. Quindi f(x) <0 se e solo se x appartiene ad uno dei due
intervalli [z2, 2¢] e [x1,x3]. Per quanto riguarda i limiti, si ha:

¢ chiaro che 22 + 3z — 4 — 400 per x — +00, cosicché limy_, 400 f(x) = +o0. Tuttavia non ci sono
asintoti poiché, per z — =+o0,

f(z) log(z? —2z—3) loga? 2log|z|
r x r oz

— 0,

essendo log |z| = o(z) per x — Fo00. Per x — —1, 3 si ha sempre che |22 + 3z — 4| — 0+ quindi in ogni
caso f(x) — —oo per cui si hanno gli asintoti verticali x = —1, 3.

ii) La funzione ¢ composizione di funzioni continue ove definite, quindi ¢ continua su tutto il proprio
dominio. Inoltre & composizione di funzioni derivabili, eccetto quando %+ 3z —4 = 0, che perd sono punti
che non appartengono al dominio di f: si conclude che f e derivabile nel proprio dominio. Ricordato che

(log |y|) = % si ha immediatamente che
2 — 2
z?2 —2x—3

fl(z) =

Studiamo il segno di f’. Il segno del denominatore ¢ positivo per z < —1 oppure x > 3. Il numeratore ¢
positivo per x > 1. Ne deduciamo la tabella seguente:

-0 —1|-1 1]1 3|3 +x
sgn (2x — 2) - - + +
sgn (22 — 2z — 3) + - - +
sgn f’ — + — +
f N / Y /




I punti x = —1, 3 non appartengono al dominio, mentre z = 1 ¢ un massimo locale stretto. Non ci sono né
massimi né minimi globali essendo f illimitata sia inferiormente che superiormente.

iii) Chiaramente f’ & derivabile ove definita in quanto funzione razionale: abbiamo che

—222 + 4z — 10
1" _
fi) = (22 — 22 —3)2

Quindi f” > 0 se e solo se 222 — 4z — 10 < 0, cioé mai. Si conclude che f” < 0 ovunque (dove definita) per
cui la funzione & concava in ciascuno degli intervalli che compongono il suo dominio.

iv) Il grafico di f & rappresentato figura 1.

Figura 1: Il grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Studiare la convergenza della serie

n=1

Soluzione. La serie ¢ evidentemente a termini di segno costante. Conviene applicare il criterio asintotico
del rapporto. Detto a,, il termine generale, risulta
an1  1(n+1)"nl 1(m4+1)" 1 ( 1>" 1

1+ — —e > 1.
—i—n 26

an 2 (n+1)! nn 2 2
Dunque la serie diverge.

Esercizio 3 Data 94
iz
z2)=——
/() iz+ 1
determinarne il dominio e determinare tutti gli z € C tali che f(z) = z. Esprimere tutte le soluzioni in
forma algebrica.

Soluzione. Perché la frazione sia definita occorre che iz + 1 # 0, cioe che z # %1 = —; = 1. Ora, per
z # 1,
f(z)=2 <= 24iz=2z(iz+1) <= iZ*+(1—i)z—2=0.



Questa e un’equazione di secondo grado a coefficienti complessi, e la formula risolutiva tradizionale funziona
allo stesso modo (pur di intendere la radice come radice complessa). Si ha quindi

i—1+VI—1-2i+8i i—1+V6i i—1+6e't

212 =

21 21 21
1+ii@(1+z‘) 1i\/§+lq:\/§,
= - —_ = 1
2739 2 2 2

Esercizio 4 Calcolare il limite o
arctanx —sinxz + z3 logx

z—0+ z¥(1 — cos? x)

al variare di a > 0.

Soluzione. Osservato che, in virtu del limite notevole lim;_,o4+ 27 logx = 0 per ogni v € R, si ha subito
0

che si tratta di una forma indeterminata del tipo §j. Determiniamo i termini principali col metodo degli
sviluppi asintotici. Abbiamo che, per z — 0T,
.'1:3 3 x?) 3 10 .’1:3 3 10
N(z) ::x—g—i—o(m )= (z— g—&—o(m )) + 273 logz = —€+0(m )+ x5 logx.

Osserviamo che 23 logz = o(z3) per  — 0*: infatti

10
R 10
w = x%_‘?log:ﬂ — 0, essendo 3 3 >0,
x

sempre in virtu del limite notevole sopra richiamato. Pertanto N(x) = %3 + o(z3) per x — 0T. Quanto al

denominatore, conviene osservare preliminarmente che

2
(1 —cos®>x) = (1 —cosz)(1 4 cosz) ~ % 2 =12

2 2

per cui D(z) := 2%(1 — cos? x) ~ 2% - 22 = 2°*2 per x — 0T. In conclusione, per x — 0T si ha

0, l-a>0, <= a<l,

D) :L'0‘+2—> -5 1l—-a=0, <= a=1,

-0, 1—a<0, <= a>1

Esercizio 5 Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
+00 1
——dx
2 T\ x — 2

al variare di o € R e calcolarlo per a = 1.

Soluzione.  Sia f,(z) = ﬁm la funzione integranda. Notiamo che essa & continua in ]2, +o0[ e
dunque l'integrale & generalizzato sia in x = 2 che per x — +00. Avendo evidentemente f, anche segno
costante, andiamo a studiarne il comportamento asintotico agli estremi dell’intervallo di integrazione. Per

T — 400 abbiamo che . .

fa(w)wxaﬁ:xa+l/27

3



per cui f+oo fa(x)dz < 400 se e solo se f+oo xaim dx < 400 cioe se e solo se a«+1/2 > 1, ovvero a > 1/2.

Per x — 2+ si ha che )

20y/x — 2’
che ¢ integrabile in # = 2+. In conclusione, f, € integrabile in senso generalizzato in [2, +00[ se e solo se
a>1/2.

Calcoliamo l'integrale nel caso & = 1. Siccome & generalizzato abbiamo che

fa(x) ~

+o0o b
L d li / ! d
——dx = im —— dz.
2 TN — 2 a—2+, b=+ J, x\/T — 2

Sostituendo = — 2 = y? (y > 0), risulta

/ L / 2 1/ 2

_— x€Tr = —_— = - —_—m .

oz — 2 w2y 2 (i)2+1 !
V2

Sostituendo ancora y/v/2 = t, risulta

1 1
/y2 dy:/#_i_1 dt = arctant +c = arctan%—i—c.
7 +1

+o0 1 J . . b—2 " a—2 T
——dz = im arctan { | —— —arctan 4, | —— | = —.
2 T — 2 a—2+4, b——4o00 \/§ \/§ \/§

Pertanto,



TEMA 2

Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione
f(z) :=log |2z + z —6|.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;
(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. (i) Il dominio D & dato da 2% + x — 6 # 0. Quindi
D={zeR :z#2and x # —3}.

La funzione risulta positiva se e solo se |#2 + 2 — 6| > 1. Quindi f(x) > O0Oseesolose 2> +x—7>0e
2?2+ 2 — 5 < 0. Questo equivale a f(z) > 0 se e solo se

e () (A e (2 ),

2 2 ’ 2 2

I limiti notevoli seguenti sono immediati

lim, o f(x) = limy—,_3 f(z) = —o0.
Quindi non ci sono asintoti orizzontali né obliqui, ma ci sono due asintoti verticali: © = 2 e x = —3. La

funzione ¢ continua in D

(ii) In D si possono applicare le regole di derivazione essendo la funzione ivi derivabile si ha quindi per
ogni x € D
2z 41
!/
T)=—F5"—
fz) 2+ x—6

Studiamo il segno di f’. Il segno del denominatore ¢ positivo per z < —3 oppure x > 2. Il numeratore
& positivo per x > —%. Ne deduciamo la tabella seguente:

—00 —3|-3 —1]-1 2|2 +oo
sgn (2x + 1) — — + +
segn (22 + x + 6) + — - +
sgn f’ - + — +
f hY /" hY /
Ricordando che la funzione non & definita in —3 e 2 si ha che x = —% ¢ un punto di max relativo.
Poiché supp f = +00 e infp f = —o0 non esistono punti di max e min assoluti.

iii) Un calcolo diretto mostra che per ogni x € D si ha

22® + . —6) — (2z +1)*  —22% — 22— 13
(22 + 2 — 6)2 (24w —6)2

f'(@) =

5



Figura 2: Il grafico di f (Tema 2).

Poiché —222 — 22 — 13 < 0 per ogni = € R, la funzione & concava in ciascuno degli intervalli che formano
il dominio.
iv) il grafico di f & rappresentato in figura 2.
Esercizio 2 [5 punti] Studiare la convergenza della serie
£
X
= 3 n!

Svolgimento. Essendo una serie a termini positivi, applichiamo il criterio del rapporto. Si ha

Uni1 2\ (n4+ 1) 3\ "l 2 (n+1\" nseo 2
=13 — |5 =3 — -e
an 3 (mn+1)! \2/) n*» 3 n 3

Poiché %e > 1 la serie diverge a +o0.

Esercizio 3 [4 punti] Data
-1 — 2iz
)= ——~

determinarne il dominio e determinare tutti gli z € C tali che f(z) = 2z. Esprimere tutte le soluzioni in
forma algebrica.

)

1z—1

Svolgimento. Perché la frazione sia definita occorre che iz — 1 # 0, cioe che z # % = =L = —j. Ora, per

i
z # —i,
flz)=2z <= —1-2iz=2z(iz+1) <= 2iz>-2(1—i)z+1=0.
Questa e un’equazione di secondo grado a coeflicienti complessi, e la formula risolutiva tradizionale funziona
allo stesso modo (pur di intendere la radice come radice complessa). Si ha quindi

1— i+ VI—1—-20—2 1—i+\/—4 1—i+27
2 B 2i B 2i
11 2%2(—1+4i) -1+£2

21,2 =




Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite

. u
arctanx — sinhz + =2 logx
z—0+ 2%(1 — cosh? )

al variare di o« > 0.

Svolgimento. Dagli sviluppi di MacLaurin di arctan x, sinh x e di cosh x risulta (essendo ] log z = o(z3)),
per x — 0T,

11 3 5 3 5
: = T T T T 5 1,..3 3
arctanl‘—smhx—x2 logl‘—:c——s +*5 —117—*3! — 3T ‘I—O(IE ) ——§Jf ‘I—O(l‘ )

2%(1 — cosh? ) = 2(1 + cosh z) (—%2 + 0(3:3))) = —z*T 4 o(22T)

per cui
se 2+ a < 3 cioe o < 1 il limite vale 0
se 2+ o > 3 cioe o > 1 il limite vale + oo

se 2+ a = 3 ciod a = 1 il limite vale &
Esercizio 5 [8 punti] Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
[
—dx
3 z¥Vx —3

al variare di o € R e calcolarlo per a = 1.

Svolgimento. L'integranda f(x) & continua in |3, +00], per cui bisogna studiare la convergenza dell’integrale
separatamente per x — 37, e per x — +00.

Per x — 37,
1
f(x) ~ T
3(x —3)2
e quindi I'integrale converge in 3 poiché % < 1.
Per x — 400,
1

f(x)NW~

e quindi l'integrale converge all’infinito se e solo se 1/2 + a > 1 cioe a > 1/2.
In sintesi, I'integrale converge se e solo se a > % Per calcolarlo con a@ = 1 poniamo

r—3=t dacui z=1t>+3.

Abbiamo quindi

1
dx = 2dt
vVoe—3 *

cioe

L’integrale di partenza diventa quindi

2/+°° dt 2/+°° dt 2 . t |+oo 27 s

_— = = ——— = — arctan — = ——=—.

o t+3 3o (g)zﬂ V3 V3o 32 3
V3



TEMA 3

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z) :=log ‘ZCQ — 2z — 8|.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Soluzione. i) Chiaramente D = {z € R : 22 — 2x — 8 # 0} = R\ {—2,4}. Per il segno abbiamo
f(@) >0, = [2*-20-8/>1, <= 2°-2r-8<-1, Va?-22-8>1

Abbiamo 22 — 2z —7<0seesolose g :=1—vV8<z <1+V8=:zyez2—2x—9>0 se e solo se
< 1—+/10 =: 25 oppure > 1 ++/10 =: x3. Quindi f(x) < 0 se e solo se x € [zo, zo] U [z1,73].

Passiamo allo studio dei limiti; & chiaro che 22 —2z—8 — 400 per © — 00, cosicché limg_, 400 flz) =
+o00. Tuttavia non ci sono asintoti poiché, per z — +oo,

f(x) log(z? —2z—8) loga® 2log|z|
r x r o

— 0,

essendo log|z| = o(z) per + — +oo. Per x+ — —2, 4 si ha sempre che |72 — 22 — 8] — 0 quindi
lim, o f(z) = lim,_,4 f(x) = —o0o cioe si hanno asintoti verticali in z = —2, 4.
ii) La funzione ¢ composizione di funzioni continue ove definite, quindi ¢ continua su tutto il proprio
dominio. Inoltre f e derivabile sul suo dominio naturale per il teorema sulla derivabilita della funzione
composta e per la derivabilita di g(y) = log y su (0, +00). Ricordato che (log |y|) = % si ha immediatamente

2 — 2

!
I B y—~ Vx € D.
(@) x? —2x —8 v

Studiamo il segno di f’. 1l segno del denominatore & positivo su(—oo, —2) U (4, +00). Il numeratore &
positivo per z > 1. Ne deduciamo la tabella seguente:

—00 —2| -2 1|1 4|4 4+
sgn (2x — 2) - — + +
sgn (22 — 27 — 8) + — - +
sgn f — + - +
f N\ / N\ /
I punti x = —2,4 non appartengono al dominio, mentre x = 1 € un massimo locale stretto. Non ci sono né

massimi né minimi globali essendo f illimitata sia inferiormente che superiormente.

iii) Chiaramente f’ & derivabile ove definita in quanto funzione razionale: abbiamo che

—22% 4 4z — 20

() = (22 —2x — 8)2°

Quindi f” > 0 se e solo se 222 — 4z — 20 < 0, cioe mai. Si conclude che f” < 0 ovunque (dove definita) per
cui la funzione e concava in ciascuno degli intervalli che compongono il suo dominio.



Figura 3: Il grafico di f (Tema 3).

iv) Il grafico di f ¢ rappresentato figura 3.

Esercizio 2 Studiare la convergenza della serie

e
n:13 n!

Soluzione. La serie ¢ evidentemente a termini di segno costante. Conviene applicare il criterio asintotico
del rapporto. Detto a,, il termine generale, risulta

10l _1@eny 10 1)
a, 2 (n+D! a2 a3 L+ —>3<1‘

Dunque la serie converge.

Esercizio 3 Data

—2+ 3iz
)= —
/) 2iz—3 "’
determinarne il dominio e determinare tutti gli z € C tali che f(z) = —z. Esprimere tutte le soluzioni in

forma algebrica.

3i

Soluzione. Perché la frazione sia definita occorre che 2iz — 3 # 0, cioe che z # % = = _T?’Z Ora, per

) 24
z # 7731, si ha
f(2)=—2 <= —243iz=—22iz2-3) <+ 22>+ (3i-3)2-2=0.

Questa e un’equazione di secondo grado a coeflicienti complessi, e la formula risolutiva tradizionale funziona
allo stesso modo (pur di intendere la radice come radice complessa). Si ha quindi

3-3i+v9—9—18i+16i 3—3i+v—2i 3—3i+27
4i B 4i B 4i
3 3iiﬁ[ﬂ :{—;—i;
—1—i.

z12 =

Aad B Sl I,
41 n (=1+19)

2




Esercizio 4 Calcolare il limite .
r2logxr —tanzx + sinx

im 5
z—0+ x%(1 — cosh” x)

al variare di a > 0.

Soluzione. Osservato che, in virtlu del limite notevole lim, o4 27 logx = 0 per ogni v € R, si ha subito

che si tratta di una forma indeterminata del tipo 8. Determiniamo i termini principali col metodo degli
sviluppi asintotici. Abbiamo che, per x — 0T,
9 3 5 23 3 9 x3 3
N(x):==z2logx —x — §~I—o(x )—FZL‘—E—FO(JC )==x2logx — ?4—0(:1: ).

Osserviamo che z3 logz = o(x3) per x — 07 infatti

9
x2 logx 9 9
T’g =22 3logz — 0, essendo 5~ 3> 0,
sempre in virtu del limite notevole sopra richiamato. Pertanto N(x) = —% + o(23) per z — 0. Quanto

al denominatore, conviene osservare preliminarmente che

(1 — cosh?z) = —sinh? z ~ —z?,
per cui D(z) := 2%(1 — cosh? z) ~ —2® - 22 = —2°*2 per 2 — 0T. In conclusione, per 2 — 07 si ha
0, l-a>0, <= a<l,

1 _ —
D)~ e | B lmas=0 e a=1

400, 1—-a<0, <<= a>1

Esercizio 5 Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+o0 1
/ L
4 T/ x — 4
al variare di a € R e calcolarlo per a = 1.

Soluzione.  Sia f,(z) = ﬁm la funzione integranda. Notiamo che essa ¢ continua in |4,4o00[ e

dunque l'integrale & generalizzato sia in x = 4 che per x — +00. Avendo evidentemente f, anche segno
costante, andiamo a studiarne il comportamento asintotico agli estremi dell’intervallo di integrazione. Per

T — 400 abbiamo che ) .

fa(m)Nxa\/E:xa+1/27

per cui f+°° fa(x)dz < +00 se e solo se f+°° 1‘0"&1/2 dx < +oo cioe se e solo se a4+ 1/2 > 1, cioe o > %

Per z — 47 si ha che

1
qo/z — 4
che ¢ integrabile in # = 4™. In conclusione, f, ¢ integrabile in senso generalizzato in [4, +0o[ se e solo se
a>0.

fa(x) ~

10



Calcoliamo l'integrale nel caso o = 1. Siccome ¢ generalizzato abbiamo che

+oo 1 b 1
dr = lim

9
1
2 T —4 a%4+/a T —4 b—o+oo Jg v/ — 4

Sostituendo x — 4 = 32 (y > 0), risulta

/ L / 2 2/ L
— dx = —~ ay = — — s ay.
z/x —4 (y2 +4)y 4 (%)2 +1

Sostituendo ancora y/2 = t, risulta

1 1
————dr = | —— dt = arctant + ¢ = arctan
/ xv/x — 4 / t2+1
Pertanto,

0 1 Va—4 bh—4

= — lim arctan + lim arctan =

——— dzx
4 rvx —4 a—4+ 2 b—+oo 2

11

+c.

dr + lim — dux.



TEMA 4

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z) :=log|2* + 3z — 4].

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(i) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Soluzione. i) Chiaramente D = {z € R : |22+ 3z —4| >0} ={r € R : 2?2+ 32 —4 # 0}. Ora
22 +3z—4=0ssex= % = =35 = —4,1. Quindi D = R\{—4,1}. Per il segno abbiamo

f(@) >0, = |2 +32-4]>1, <= 2°+3r-4<-1, Vai+3z—-4>+1

Abbiamochea?2+3a:—3SOsse—4<_?’%‘/ﬁ§x§_3%@<1ex2+3x—52088ex§_3%/@<—4

oppure z > *3%‘/@ > 1. Per quanto riguarda i limiti occorre calcolare f(£oo), f(—4%), f(1£). La
funzione non presenta particolari simmetrie per cui occorre valutare tutti i casi. Tuttavia ci sono delle
similitudini: ¢ chiaro che z? + 3z — 4 — +00 per £ — +o00. Tuttavia non ci sono asintoti poiché

f(z)  log(z? + 3z —4)
x x x x

loga? 21
ogzr” og!w\_m’

essendo o >4 log|z|. Per x — —44, 14 si ha sempre che |22 + 32 — 4| — 0+ quindi in ogni caso
f(x) — —oo per cui si hanno asintoti verticali x = —4, 1.

ii) La funzione ¢ composizione di funzioni continue ove definite, quindi ¢ continua su tutto il proprio
dominio. Inoltre & composizione di funzioni derivabili, eccetto quando %+ 3z —4 = 0, che perd sono punti
che non appartengono al dominio di f: si conclude che f e derivabile nel proprio dominio. Ricordato che
(log|y|) = % si ha immediatamente che

2x + 3

I = s

Studiamo il segno di f’. 1l segno del denominatore ¢ praticamente gia dato visto i discorsi fatti sopra ed ¢
positivo per x < —4 oppure > 1. Il numeratore ¢ positivo per x > —%. Ne deduciamo la tabella seguente:

—o00 —4|-4 —3|-3 1|1 +o0
sgn (2z + 3) — — + +
sgn (2% + 3z — 4) + — - +
sgn f’ - + - +
f N\ / e /"
I punti x = —4, 1 non appartengono al dominio. In x = —% la funzione ¢ definita e continua, quindi tale

punto ¢ un massimo su | —4, 1[. Non ci sono né massimi né minimi globali essendo f illimitata inferiormente
(in x = —4, 1) e superiormente (x = £00).

12



iii) Chiaramente f’ & derivabile ove definita in quanto funzione razionale: abbiamo che

() 202 +3x —4) — 2z +3)(2z +3) —4a? — 62— 17 222 + 6z + 17
Xr) = = — — .
(22 + 3z — 4)? (22 + 3z — 4)2 (22 + 3z — 4)?

Quindi f” > 0 sse 222 4+ 62 + 17 < 0. Ora essendo A = 36 —2-4-17 < 0 questo non accade mai. Si
conclude che f” < 0 ovunque (dove definita) per cui la funzione & concava in ciascuno degli intervalli che
compongono il suo dominio.

iv) Il grafico di f & in rappresentato figura 4.

Figura 4: Il grafico di f (Tema 4).

Esercizio 2 [5 punti] Studiare la convergenza della serie
X
— 7) nl

Soluzione. La serie ¢ evidentemente a termini di segno costante. Conviene applicare il test del rapporto.
Detto a,, il termine generale e

ang1 _ 2(n+1)" Ml 241" 2

1\" 2 7
= 2T 212 s te<cl, e— !
an 7 (n+1)! a7 v 7( +n> T <y

che & vero essendo e < 3 < % Dunque la serie converge.

Esercizio 3 Data 1 4
—4iz
z) = ——H1
/() iz+4’
determinarne il dominio e determinare tutti gli z € C tali che f(z) = z. Esprimere tutte le soluzioni in
forma algebrica.

Soluzione. Perché la frazione sia definita occorre che iz +4 # 0. Ora iz +4 = 0 sse iz = —4 cioe
z=—4=_41 - _4 — 4 Ora
1 71 —1 : ’
1—4iz . . . 9 ‘
f(z) =z, =z, <= 1—4diz=2z(iz+4), <= iz>+4(1+i)z—1=0.

1z + 4
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Questa e un’equazione di secondo grado a coefficienti complessi, la formula risolutiva tradizionale funziona
allo stesso modo (pur di intendere la radice come radice complessa),

—4(1+14) + /T6(1 = 1+2i) —4i(=1) _ —4(1+i)+v36i _ —4(1+4) £ 64

2= 2i 2i 2i
Basta una radice di i = u () per cui Vi =u (%) = ?(1 + i) ed essendo % = —¢ abbiamo, infine
—4(1+14) £3v2(1 +1i 3 1+i 3 ,
212 = ( ) . ( )Z(—2if) — = (—2+ —=)(1 —19).
2i V2© o V2
Esercizio 4 Calcolare il limite s
. sinhx —tanx — x ¢ logx
lim
0+ x%(1 — cos? x)

al variare di o« > 0.

Soluzione. Osservato che, in virtu del limite notevole lim,_,0+ 7 logz = 0 si ha subito che si tratta di
una forma indeterminata del tipo %. Determiniamo i termini principali col metodo degli sviluppi asintotici.
Abbiamo che

@’ 3 @’ 3 15/4 @’ 3 15/4
N(zx) :.CE—FE-FO(JI ) — <x+3+0(m )) + 2/ ogx = —F—l—O({E )+ 25/ log .
Ora facilmente z'%/*log 2 = o(z®): infatti
15/4] 15
w — g3 logz — 0, essendo — — 3 >0,
T 4
sempre in virtit del limite notevole sopra richiamato. Pertanto N(x) = —%3 +o(z3) = —%133 dove 1, — 1

per £ — 0+4. Quanto al denominatore, conviene osservare preliminarmente che
2
(1 —cos?z) = (1 — cosz)(1 4 cosx) ~ 5 2= a2,

per cui D(z) = 2% - 22 1, = 2**21,. In conclusione

0, l—-a>0, <= a<l,

N(z) —%la ri=e 1
D)z, - 6 =) e 1me=0 = a=l

—00, 1—a<0, <<= a>1

Esercizio 5 Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
+o0 1
———dx
5 ¥\ —5

al variare di o € R e calcolarlo per a = 1.

Soluzione. Sia f,(z) := F\}m la funzione integranda. Notiamo che essa ¢ definita per {z —5 > 0} =

15, 4+00[. Essendo composizione di funzioni elementari continue ove definite, f, € C(]5,+oc[). Dunque
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Iintegrale ¢ generalizzato sia in © = 5 che per x+ — +00. Avendo evidentemente f, anche segno costante,
andiamo a studiarne il comportamento asintotico agli estremi dell’intervallo di integrazione. Per x — +oco

abbiamo che
1 1

fOé(x) ~ xaﬁ = xa+1/27

per cui esiste f+°° fa sse esiste f+°° za+11/2 dx cioe sse a+1/2 > 1, ovvero a > % Per x — 5+ si ha che

1
50/ — 5’

che e integrabile in x = 54. Morale f, € integrabile sse a > 0.

fa(x) ~

Calcoliamo l'integrale nel caso o = 1. Siccome ¢ generalizzato abbiamo che
o0 1
lim

b
1
———dx = / — dx.
5 /T — 5 a—5+, b—+oo J, x\/xr — 5

Calcoliamo allora una primitiva della funzione integranda. Conviene procedere sostituendo z — 5 = y?
(y > 0). Dunque dx =2y dy e

/ 1 d / 2 i 2 / 1 J
_— €T = —_— = - —_—mm .
xvr —5 y?+5 75 <L>2+1 ’

V5
Sostituendo ancora y/v/5 = t, risulta

2/ ! dy = > / U= 2 arctant + 2 aretan L+
— - e p— _ — —— arctan C = —— arctan — C.
(%) Vsl st V5 V5
75

Pertanto, in virtu della formula fondamentale del calcolo integrale,

o # dx = lim l arctan 6_75 — arctan L_E) -
5 v/ xr — 5 a—5+, b—+oo \/5 \/5 \/5 \/5
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