ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione
Appello del 11.02.2019

TEMA 1

Esercizio 1. Sia
f(z)=|(z +3)log(z+3)], ze€D=]-3,+o0

(i) Determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; studiarne la prolungabilita per
continuita in x = —3;

(ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia, determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto ed abbozzarne il grafico.

Svolgimento.
(i) Con il cambio di variabile y = = + 3 otteniamo

lim z) = lim |ylo =0.

 m f(z) = lim, [ylogy]

Questo in particolare implica che f si pud prolungare per continuita in x = —3 ponendo f(—3) = 0.
Evidentemente vale

lim [z +3| =00, lim |[log(zx+3)|=00 = lim f(z)=oc.
T—r00 T—00 T—00

D’altronde
. fle) |+ 3
lim ——= = lim

r—00 I T—00 xT

|log(z+3)| =1- lim |log(z + 3)| = oo,
T—r00
quindi la funzione non ha un asintoto obliquo per z — oo.

(ii) Osserviamo che nel dominio D la funzione (z + 3) log(z + 3) si annulla solo per « + 3 = 1, ovvero
x = —2. Dunque in D \ {—2} la funzione f & derivabile in quanto prodotto e composizione di funzioni
derivabili, e si calcola

f'(z) = sgn((x + 3) log(z + 3))((x + 3) log(z + 3))" = sgn((z + 3) log(z + 3))(log(x + 3) + 1),

f'(x) = —(og(x+3)+1) per —3<x<—2
f'(z) =log(z +3) + 1 per z > —2.

Si vede facilmente che f/(xz) > 0 per ogni x > —2, quindi f & strettamente monotona crescente per z > —2.
Per -3 <z < —2 vale

1 1
fllz) >0 log(r+3)< 1l r+3< - 1< -3+ -.
e e
Con analoghi calcoli si ha dunque che
/ 1 / 1 ! 1
f'(z) > 0 per —3<x<—3—|—g, f(x):Operx:—3—l—g, f'(z) <0 per —3+g<x<—2.

Ne segue che f e strettamente monotona crescente per —3 < =z < —3 + % e strettamente monotona
decrescente per —3 + % <x < =2
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Figura 1: Il grafico di f (Tema 1).

Quindi —3+% ¢ un punto di massimo locale, mentre —2 & un punto di minimo assoluto (infatti f(z) > 0
per ogni z € D e f(—2) =0).
Si puo facilmente osservare che

lim f'(z)=-1, lim f'(z)=1

T——2" z——271

e questo (per un teorema eventualmente visto a lezione) implica che f non & derivabile per x = —2.
Il grafico di f e in figura 1.

Esercizio 2. Studiare la convergenza della serie
io: (14 n?)sinn
4
n=1 n

Svolgimento. Osserviamo che |sinn| < 1 per ogni n, e quindi

x . o o
(14 n?)sinn . n? 1+ n?
~ | = <
D0 > Isinn| | == <Y g
n=1 n=1 n=1
Poiché abbiamo
14+n?2 n? 1
——— ~ — = —  pern — oo,

n4 nt n?

o (equivalentemente) scrivendo

14+n?* n?(1+0(1/n%) 1+o0(1)
T 4 - 2

n n n
per il criterio di convergenza asintotico deduciamo che la serie a termini positivi
o
> L
nA

n=1

converge, e quindi per il principio del confronto la serie originale converge assolutamente.



Esercizio 3 [4 punti] Risolvere la disequazione
L 2 L 2
;S(Re(z—tlz)—l) +(Im(z—|;12)—1) <1

e disegnare le soluzioni sul piano complesso.

Svolgimento. Scriviamo in forma algebrica z = x + iy, Z = x — iy. Dunque
Re(z+i)=Re(x—iy+i)==z, Im(z+i)=Im(z—iy+i)=1—y.

La disequazione puo essere pertanto riscritta come

L_(@-1" (=v)

OVVero
2< ($—1)2+y2 < 4.

Ricordando che (z —20)? + (y —y0)? = 72 & 'equazione di una circonferenza di raggio r centrata in (zg, o),
otteniamo che la disequazione determina la corona circolare compresa tra le circonferenze di raggi v/2 e 2
e centrate in (1,0).

Il disegno delle soluzioni ¢ in figura 2.

o

I | I I
-1 0 1 2 3

Figura 2: La soluzione dell’esercizio 3 (Tema 1).

Esercizio 4. Calcolare

—+o00
/ eﬂ/ﬁ dx.
0

Svolgimento. Usando il cambio di variabile v2z = y, da cui z = % e dx = ydy, otteniamo

+oo +o00
/ e V2 4y = / e Yydy.
0 0

Integrando per parti si ha
+o00 + +oo +
/ e Yydy = [—e_yy]ooo—l—/ e Vdy=0+ [—e_y]ooo:()—(—l)zl.
0 0

3



Esercizio 5. Sia
e V& _ 1

falt) = —F=—

xOé

+oo
/ fa(z)dx
0
al variare di a € R.

(b) Per a = 2, sia F(z) = [[”7 fa(t) dt: si calcoli F'(r/3).

(a) Si studi la convergenza dell’integrale

Svolgimento. (a) Osserviamo che la funzione f, € continua per 0 < x < +oo. Consideriamo
1
/ fa(x) dzx. (1)
0

Essendo e V2 =1 — 2z + o(v/z) per x — 0, abbiamo

_ —V2r+o(yr)  —V2+o(l) V2
fa(z) = po—1 - 3

x4 2 ¥ 2

quindi, per il criterio di convergenza asintotico, 'integrale in (1) converge se e solo se

1
—v2
\/gdx

0 %72

converge, ovvero (portando —+/2 fuori dall’integrale) se e solo se a — % < 1, quindi se e solo se o < %
Studiamo ora

+oo
/1 fa(z) dz. (2)

Poiche e~ V2% — per x — oo abbiamo
-1
fa($) ~ po—1

e per il criterio asintotico di convergenza, 'integrale in (2) converge se e solo se

+oo -1
/ i dx.
1 X

converge, ovvero se e solo se &« — 1 > 1, quindi se e solo se o > 2.
Quindi I'integrale originale converge se e solo se 2 < a < %

V2t _
G<y>=/1yf2<t>dt=/lyeldt.

(b) Scriviamo

t

Per il teorema fondamentale del calcolo vale

eV 1
G'y) = fly) = —.
Y

Abbiamo F(z) = G(cosz). Per la regola della catena, quindi

F'(n/3) = G'(cos(n/3))(—sin(r/3)) = —?G’(1/2) - _‘fe_l/;l — V3(1 - 1/e).



Esercizio 6 Calcolare il limite
. cosh(az) — cosh (e** — 1)
im

z—0t 3

al variare del parametro a > 0.

Svolgimento. Ricordiamo che coshy =1 + % +0(y?), ed ¥ =1+ 1y + o(y) per y — 0, dunque possiamo
espandere il numeratore come

o?x?
Num =1+ 5 + o(z?) — cosh (2z + o(x))
a’x? 22 + o(x))?
=1+ + o(z?) — 1+(2())+0((x+0(:v))2)
oz’ 2 2 2
=1+ + o(z®) — [1+ 22" + o(z”)]
a? — 4)x?
= (o 4z + o(z?).
2
Quindi
. cosh(az) — cosh (e% — 1) . 0‘22_4 +o(1) —00 per0<a<?2
lim = lim ————~ =
20+ x3 20+ x +oo per a > 2.

o(1)

Il caso o = 2 risulta pit difficile perché non ¢ possibile calcolare lim,_,5+ =

. Dobbiamo pertanto ottenere

un’espansione del numeratore all’ordine successivo (il terzo). Questa volta scriviamo coshy = 1+ % +o(y?),
ed eV =14y +y? + o(y?) per y — 0. In particolare

cosh(e** — 1) = cosh(2z + 222 + o(z)?)
(22 4 222 + o(x)?)?
2
422 + 823 + o(x?)
2
=14 222 + 423 + o(a3).

—14 + o((2z + 22° + o(z)?)?)

=1+ + o(x®)

Per a = 2 abbiamo cosh(ax) = 1 4 222 + o(23), quindi

Num = 1 + 222 + o(z3) — (1 4+ 222 + 423 + o(2?)) = —42> + o(z?)

Pertanto ) ; ;
cosh(2z) — cosh (e“* — 1 —4
i S2SP27) ( ) _ g —HHOEY
x—07t fI,'3 z—0t x3
Esercizio facoltativo. Calcolare
rt+e T
lim el arctan t dt.
Tr—+0c0 z

Svolgimento. Essendo l'integranda continua in un intorno di +oco (in realta in tutto R), per il teorema del
valor medio esiste t; € [z, + e~ 7] tale che

—x

xr+e
/ el arctant dt = e~ % e'* arctan te
x

e quindi, siccome l'integrando e crescente,

—x tr

_ _ —x
e e arctanz < e % elv arctant, < e et Te

arctan (x + e*x),



cioe
r+e * T
—x
arctanz < / el arctant dt < e® 5
X

Siccome
. —x
lim e =1,
r——+00

applicando il teorema dei Carabinieri si ottiene

r+e” "

. T
lim et arctant dt = —.
z—+oo [ 2



TEMA 2

Esercizio 1. Sia
f(z) =|(z + 2)log(z + 2)|, x €D =]—2 +4o0].
(i) Determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; studiarne la prolungabilita per
continuitd in x = —2;
(ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia, determinarne gli eventuali

punti di estremo relativo ed assoluto ed abbozzarne il grafico.

Svolgimento. (i) Con il cambio di variabile y = = + 2 otteniamo

lim z) = lim |ylo =0.
m f(z) = lim, [ylogy]
Questo in particolare implica che f si puo prolungare per continuita in x = —2 ponendo f(—2) = 0.

Evidentemente vale

lim [z +2| =00, lim |log(z+2)]=00c = lim f(z) = cc.
T—r00 T—00 T—00

D’altronde

2
im L) i P2 o) =1 lim [log(x + 2)| = +oo,

Tr—00 I T—00 T

quindi la funzione non ha un asintoto obliquo per x — +o00.

(ii) Osserviamo che nel dominio D la funzione (z + 2) log(z + 2) si annulla solo per « + 2 = 1, ovvero
x = —1. Dunque in D \ {—1} la funzione f & derivabile in quanto prodotto e composizione di funzioni
derivabili, e si calcola

f'(x) = sgn((z + 2)log(z + 2)) ((z + 2) log(x + 2)), = sgn((z + 2) log(z + 2)) (log(z + 2) + 1),

f'(x) = —(log(z +2)+1) per —2<z<—1
f'(z) =log(z +2) + 1 per z > —1.

Si vede facilmente che f/(z) > 0 per ogni x > —1, quindi f & strettamente monotona crescente per z > —1.
Per -2 <z < —1 vale

1 1
@) >0 log(z+2)<—lor+2< - o< -2+ .
e e
Con analoghi calcoli si ha dunque che
/ L L, 1
f'(x) > 0 per —2<x<—2+g, f(x):Operx:—2+g, f'(z) <0 per —2—|—E<x<—1.
Ne segue che f e strettamente monotona crescente per —2 < x < —2 + % e strettamente monotona
decrescente per —2 + % <r< -1
Quindi —2+% ¢ un punto di massimo locale, mentre —1 & un punto di minimo assoluto (infatti f(z) >0

per ogni z € D e f(—1) =0).
Si puo facilmente osservare che

rz——1" r——171
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Figura 3: Il grafico di f (Tema 2).

e questo (per un teorema visto a lezione) implica che f non ¢ derivabile per z = —1. 1l grafico di f ¢ in
figura 3.

Esercizio 2. Studiare la convergenza della serie
3

00 .
Z?’L sinn
1—nb

n=2

Svolgimento. Osserviamo che |sinn| < 1 per ogni n, e quindi

o0 . oo
Z ’I’l3 sinn < Z n3
1—nd|— nd—1
n=2 =
Poiché abbiamo
n3
~ — pern — oo,

n®—1 n?
per il criterio di convergenza asintotico deduciamo che la serie a termini positivi
>
nd® —1
n=1
converge, e quindi per il principio del confronto la serie originale converge assolutamente.
Esercizio 3. Risolvere la disequazione
1 _ (Re(z+2i) —1)° L (m(z+20) - 1)?
3~ 9 9
e disegnare le soluzioni sul piano complesso.
Svolgimento. Scriviamo in forma algebrica z = x + iy, Z = x — iy. Dunque

<1

Re(z+2i)=Re(z—iy+2i) =2, Im(z+2i)=Im(z—iy+2i)=2—y.

La disequazione puo essere pertanto riscritta come

2 2
L ) M U ) MY
3~ 9 9 -




OvVvero
3< (e —1)°+(y-1)?%<09.

Ricordando che (z —x0)? + (y —y0)? = r? & I'equazione di una circonferenza di raggio r centrata in (0, %),
otteniamo che la disequazione determina la corona circolare compresa tra le circonferenze di raggi v/3 e 3
e centrate in (1, 1). Il disegno delle soluzioni ¢ del tutto analogo alla figura 2.

+o0
/ e_‘/@ dx.
0

Svolgimento. Usando il cambio di variabile v/3z = y, da cui z = % edr = %ydy, otteniamo

400 2 +o00
/ e V3T gy = / e Yydy.
0 3 Jo

Esercizio 4. Calcolare

Integrando per parti si ha

fl “Yydy = = [—e Y 2 “Ydy = = (0 oY _Z
S| A= el g [ e = S0 ) =
Esercizio 5. Sia
|
fale) = —sem—

(a) Si studi la convergenza dell’integrale

—+o00
/ fa(x)dzx
0
al variare di a € R.

(b) Per a = 0, sia F(z) = [F™7 fo(t) dt: si calcoli F'(n/6).
Svolgimento. (a) Osserviamo che la funzione f, € continua per 0 < x < +oc. Consideriamo

1
/ fa(x)dz. (3)
0

Essendo e V3 =1 — /37 + o(y/Z) per 2 — 0, abbiamo

_ —V3z + o(/x) _ —V3+o(1) -3

fa(z) p2atl 20+t ~ p2o+s

quindi, per il criterio di convergenza asintotico, I'integrale in (3) converge se e solo se

Lo
/ S
0 ZL‘QCH_E

converge, ovvero se e solo se 2a + % < 1, quindi se e solo se a < %.

Studiamo ora
—+oo

fa(z) dz. (4)

1

Poiche e~ V3% — per x — oo abbiamo
—1
falw) ~ —5om



e per il criterio asintotico di convergenza, I'integrale in (4) converge se e solo se

“+00 -1 d
—— = ax.
1 1320‘+1

converge, ovvero se e solo se 2a+ 1 > 1, quindi se e solo se o > 0.
Quindi I'integrale originale converge se e solo se 0 < a < %.

(b) Scriviamo
y Y e—V3t _ 1
G = [ fatyde= [
1 1

Per il teorema fondamentale del calcolo vale
, e V3 1
G'(y) = foly) = ——.
Y
Abbiamo F(x) = G(sinx). Per la regola della catena, quindi

™ e_\/372—
F'(r/6) = G'(sin(7/6)) cos & = ?G’(I/Q) = \ggml — \/§(@—\/3/72 -1).

Esercizio 6. Calcolare il limite
cos(ax) — coslog (1 + 5z)

lim
z—0t 3
al variare del parametro o > 0.
2
Svolgimento. Ricordiamo che cosy = 1—% +0(y?), elog(1+y) = 1+y+o(y) per y — 0, dunque possiamo
espandere il numeratore come

o?x? 9
Num =1 — 5 + o(z*) — cos (5bx + o(x))
o?x? 5z + o(z))?
S 1 o) - (14 PEEAI oy o?)
oz’ 2 2 2
=1- + o(z®) — [1 —252° + o(z”)]
—a? + 25)x?
= g + o(z?).
2
Quindi
—a?425
. cos(ax) — coslog (1 + 5x) . 52 4 o(1) +o0o per0<a<5h
lim = lim ————- =
z—0+ a3 z—0+ x —o0o0  per a > 5.
Il caso av = 5 risulta piu difficile perché non & possibile calcolare lim,,_,o+ ? Dobbiamo pertanto ottenere

un’espansione del numeratore all’ordine successivo (il terzo). Questa volta scriviamo cosy = 1 — ‘7’2—2 +o(y?),
elog(l+y)=1+y—y?/2+ o(y?), per y — 0. In particolare

coslog (1 + 5z) = cos (5z — %xQ + o(z)?)

(5z — 222 + o(x)?)?

=1- 5 + o((2z + 22% 4 o(2)?)?)
9 2 12 3 3

o 52”“" o) | ()
25 125

=1- ?x2 + 73:3 + o(x?).

10



Per a = 5 abbiamo cos(az) = 1 — 222 + o(2?), quindi

25 25 125 125
Num =1 — =22 + o(z®) — ( -t =4+ o(a:3)) = "3 4 o(a?)
2 2 2 2
Pertanto
. cos(az) — coslog (1 + 5z) . =125 4 o(2?) 125
lim = lim = ——.
z—0t x3 z—0t 3 2
Esercizio facoltativo. Calcolare
r+e "
lim el arctant dt.
T—+00 z

Per lo svolgimento v. il Tema 1.

11



TEMA 3

Esercizio 1. Sia
f(x) =|(z+1)log(x + 1)|, xe€D=]—-1,+4o0].

(i) Determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; studiarne la prolungabilita per
continuitd in x = —1;

(ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia, determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto ed abbozzarne il grafico.

Svolgimento.

(i) Con il cambio di variabile y =  + 1 e poi per gerarchia otteniamo

lim z) = lim |ylo =0.
m  flw) = Tim [ylogy]
Questo in particolare implica che f & prolungabile per continuita in x = —1 ponendo f(—1) = 0. Dall’altra
parte abbiamo lim,_, ;. f(x) = 400 in quanto prodotto di due infiniti. Inoltre abbiamo
1
lim f@) = lim ilog(m +3)=1- lim log(z+ 3) = +o0,
r—0o0 I Tr—+400 xX r—+400

quindi la funzione non ha un asintoto obliquo per z — oo.

(i) Osserviamo che nel dominio D la funzione (z 4 1)log(z + 1) si annulla solo per log(z + 1) = 0, cioe
per z + 1 =1 che equivale a = 0. Dunque in D \ {—2} la funzione f ¢ derivabile in quanto prodotto e
composizione di funzioni derivabili mentre rimane da studiarne la derivabilita in = 0. Si calcola

f'(x) = sen((x+1)log(z +1))((x + 1) log(z + 1))’ = sgn((z + 1) log(z + 1)) (log(x + 1) + 1)
_ {—(10g(x+1)+1) per —1 <z <0
B log(z +1) +1 per x > 0.

Si vede facilmente che f/'(z) > 0 per ogni x > 0, quindi f ¢ strettamente monotona crescente per x > 0.
Per —1 <z < 0 vale

1 1
f@)>0slogz+ )< -lor+l<-a<—1+-.
e e
Con analoghi calcoli si ha dunque che
, 1, 1, 1
f'(x) > 0 per —1<a:<—1—|—g, f(a:):Operx:—1+g, f(x) <0 per —1+E<x<0.

Ne segue che f e strettamente monotona crescente per —1 < x < —1 + % e strettamente monotona
decrescente per —1 + % <z <0.

Quindi —1+ 1 & un punto di massimo locale, mentre 0 & un punto di minimo assoluto (infatti f(z) >0
per ogni z € D e f(—2) =0).

Si puo facilmente osservare che

lim f'(z)=-1, lim f'(z)=1

T——2" T——271

e questo (per un teorema eventualmente visto a lezione) implica che f non & derivabile per z = 0.
Inoltre abbiamo lim,_, ;+ f/(z) = +0o che implica che la funzione prolungata non & derivabile in —1.
Il grafico di f ¢ in figura 4.

12
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Figura 4: Il grafico di f (Tema 3).

Esercizio 2. Studiare la convergenza della serie

i n? sin(n?)
Y
= 1—n

Svolgimento. Osserviamo che |sin(n?)| < 1 per ogni n implica

2 i (02 2 2
n-sin(n n n
7( ) = |Sin(n2)| < .
1—nb 1—nd nd—1
Poiché abbiamo
n? n?

~ — = — pern — oo
nS—1 nd nd ’

per il criterio di convergenza asintotico deduciamo che la serie a termini positivi

0 2

n
>

n=1

converge, e quindi per il principio del confronto la serie originale converge assolutamente.

Esercizio 3. Risolvere la disequazione

_ 2
1 < (Re(z —i) — 1)
2~ 9 9
e disegnare le soluzioni sul piano complesso.

Svolgimento.
Scriviamo in forma algebrica z = x + iy, Z = « — iy. Dunque

Re(z—i)=Re(x—iy—i) =2, Im(z—di)=Im(z—iy—i)=—-1—y.

La disequazione puo essere pertanto riscritta come

2 2
1) (2o
2~ 9 9 -

13



cioe
<(z-1)*+@2+y?<o.

N ©

Ricordando che (z — z0)? + (y — yo)? = r? & I'equazione della circonferenza di raggio r centrata in (o, yo),

otteniamo che la disequazione determina la corona circolare compresa tra le circonferenze di raggi % e3

e centrate in (1, —2).
Il disegno delle soluzioni ¢ del tutto analogo alla figura 2.

Esercizio 4. Calcolare

+oo
/ e V2 qp.
0

Svolgimento. Usando il cambio di variabile \/2/2 = vy, da cui = 2y? e dx = 4ydy, otteniamo

“+oo +00
eVm/de:Zl/ e Yydy.
0 0

Integrando per parti si ha

/e_yy dy=—e Yy + /e_y dy =—e Yy —eY,;
ne deduciamo
b

+o0o
e VlPdr=4 lim [ eVydy=4 lim [~e¥(y—1)]

b
0 b—+o0 Jg b—~+o0 0 b—~+o00

Esercizio 5 [3+3 punti] Sia
(a) Si studi la convergenza dell’integrale

al variare di o € R. .
(b) Per a =4, sia F(x) = flsmhx fa(t) dt: si calcoli F'(log3).
Svolgimento.

(a) Osserviamo che f, € C°((0,+00)) quindi I'integrale & improprio sia in 0 che +oo.

comportamento della funzione nei due casi separatamente:

/0+°° fa(z)dr = /01 falz) dx-|—/1+oo fol(2) da.

Essendo e”V®/2 =1 —\/2/2 + o(\/z) per z — 0, vale

_VERto/E) _ lto) -
ro—3

o) \/ixa*% \/iaja*% ’

— 4 lim (—e*bb —e b+ 1) — 4.

Studiamo il

quindi, per il criterio di convergenza asintotico, I'integrale fol fa(z) dz converge se e solo se a« — 7/2 < 1

cioe o < %.
Studiamo ora il comportamento per z — +oc0: da limy—, eV /2 — () deduciamo

—1
xa—3

fa(x) ~

per x — +00.

14



Per il criterio asintotico di convergenza, I'integrale ffroo fa(x) dz converge se e solo se « —3 > 1 cioe o > 4.
In conclusione l'integrale originale converge se e solo se 4 < a < %.

(b) Scriviamo

dt.

sinhx —+/t/2 _ 1
F() :/ SRR
1

t

Per il teorema sulla derivata della funzione integrale (o per il teorema fondamentale del calcolo integrale)

, 6—\/sinhx/2 -1
F'(r) = ——————coshz

sinh z

F'(log3) = Z <e_\/2%— 1).

vale

ed in particolare

Esercizio 6. Calcolare il limite
i cos(az) — coslog (1 + 2z)
im

z—0t 3

al variare del parametro a > 0.
Svolgimento. Per gli sviluppi di Mac Laurin di cosy, log(1 + y) per y — 0, abbiamo

o’a? 3 2 2
Num = 1- 5 + o(z°) — cos(2z — 2z° 4 o(x*))
2,..2 2% — 92 2 2\)2
= 1-27 o(2?) — [1 _ (o2 2+ o@’) + 0((2x — 2% + o(2?))?)
2,.2 2 — 2 2 2\)2
= 1—0[; +o(x3)—[1—( ’ :L‘2+0(a: ) + o(z?)

dove I'ultimo passaggio ¢ dato dovuto a 2z — 222 4 o(2?) ~ 2z ed al principio di sostituzione negli o-piccoli.
Il numeratore puo essere scritto come

aax? 4 — 2

5+ o(z%) — [1 — 227 + 42° + o(z®)] = 5 2% — 42® + o(2%)

Num = 1-—

Per il principio di sostituzione negli infinitesimi, possiamo concludere

. _ +oo  sea€(0,2)
— coslog (1+2 4-—a? _ ’
im cos(ae) cos3 og (1 +22) = lm, o+ T35 { -0 sea € (2,+00)
+
v=0 r limm_>0+ _iw?’ = 4 se o = 2.
Esercizio facoltativo. Calcolare
z+e™*
lim el arctan t dt.

T—+00 z

Per lo svolgimento v. il Tema 1.
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TEMA 4

Esercizio 1. Sia
f(x) =|(z+4)log(x + 4)], x €D =|—4,+o0f.

(i) Determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; studiarne la prolungabilita per
continuita in z = —4;

(ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia, determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto ed abbozzarne il grafico.

Svolgimento. f(xz) > 0 su tutto il dominio, essendo il valore assoluto di una funzione.

. o H, . (z—4)~t B
Jm (@ +4)logle +4)| =| lim (z+4)loglz+4)| =] lim e 4)_QI =| lim —(z-4)[=0
(o altri modi con gerarchia infiniti). La funzione ¢ dunque prolungabile per continuita in = —4, ponendo

f(=4) =0.

lim |(x + 4) log(x + 4)| = +00 - +00 = 00
z+00

DERIVATA:
f'(z) = sgn ((x +4) log(z + 4)) “(log(x+4)+1)>0

= {(m+4)log(m+4)ZO}ﬂ{log(w+4)+1ZO}U{(:):+4)Iog(:U+4)SO}ﬂ{log(x+4)+1§0}

= {log(x+4) >0} n{z+4>1/e}| J{log(x +4) <0} n{z+4<1/e} =] -4, —4+1/e] 13, +00]
Si ha

li "(z) =1 li () = —1
cosicché © = —3 & un punto angoloso. Inoltre z = —4 + 1/e & punto di massimo locale, v = —4, x = —3

sono punti di minimo minimo globale, nei quali la funzione vale 0.
Il grafico di f e in figura 5.

-4 -3 -2 -1

Figura 5: Il grafico di f (Tema 4).

Esercizio 2. Studiare la convergenza della serie

. (2 — n?)sin(n?
Z:l( 725 (n)
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Svolgimento. Poiché
[(2—n?) sin(n?)|

. 5

lim —— —q,
n—oo —
1/n?

per il criterio del confronto asintotico la serie & assolutamente convergente.
Esercizio 3. Risolvere la disequazione

1_ (Re(z—2i) —1)° . (Im (z — 2i) — 1)°
3~ 4 4

<1

e disegnare le soluzioni sul piano complesso.
Svolgimento. Ponendo z = x + iy si ottiene
4 4
3 < (x—12+(~y—2-172<4 — 3 <(x—172+(y+3)%<4
vale a dire la corona circolare compresa tra i raggi % e 2 e cebtro (1,—3). Il disegno delle soluzioni & del
tutto analogo alla figura 2.
Esercizio 4. Calcolare

—+o0
/ e VI3 dy.
0

Svolgimento.

+o00 k
/ e VEBdy = lim e V3 dy
0

k—o00 0

Calcoliamo fok e~ V*/3dzx. Sostituzione y = \/x/3, = y? = x/3 = dx = 6ydy,

k VEk/3 \/ﬁ / Vk/3
/0 e—\/x/S :/0 Ge_yydy — [_66—yy]a/m+/0 6e_ydy — [_6€—yy]0 k/3 +A Ge_ydy =

=[- ()’e—yy]g/m +|- Ge_y};/m = 6~ V3 /K3 — (6eVF/3) 1 6

Facendo il limite per kK — 400 si ottiene
+oo
/ e Ve dr =6
0

Esercizio 5. Sia
e~ V/3 _q

fa(z) = T

—+o00
/ fa(x)dzx
0
al variare di a € R.

(b) Per a = 1, sia F(z) = [M™""7 f,(t) dt: si calcoli F'(V/3).
Svolgimento. (a) Consideriamo

(a) Si studi la convergenza dell’integrale

1
/ fa(x)dz. (5)
0
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Essendo e~ V*/3 =1 — /2 + o(,/z) per z — 0, abbiamo

VaBrom) it -
1,204—§

fa($) r2a—1

P

3
2 rle—3

quindi, per il criterio di convergenza asintotico, I'integrale in (5) converge se e solo se 2a — % < 1, quindi
se e solo se a < %

Studiamo ora
—+oo

fa(z)dx. (6)

1

Poiche e~ V¥/3 — 0 per & — 0o abbiamo
-1
fa (:C) ~ o1
e per il criterio asintotico di convergenza, I'integrale in (6) converge se e solo se 2o — 1 > 1, quindi se e
solo se o > 1.
NETIRIT .. 5
Quindi I'integrale originale converge se e solo se 1 < o < 3.

e_\/tT?’—
G(y>=/1yf1<t>dt=/ly1 .

t

(b) Scriviamo

Per il teorema fondamentale del calcolo vale
e~ VY3 1
Y

Abbiamo F(z) = G(arctanz), da cui, per la regola di derivazione della funzione composta,

G'(y) = foly) =

d arct
F'(z) = G'(arctan ) - daretan

1
_ )
T (x) = G'(arctan ) T2

quindi

'(V3) = & L _ 3 —van_
F(\/g)—G(arctan\/g)l+3 _47r(€ 1)

Esercizio 6. Calcolare il limite
i cosh(az) — cosh (1 — €**)
im

z—0t 3
al variare del parametro a > 0.
Svolgimento.
Numeratore = cosh(az) — cosh (1 — €3%) =
1+ oz2:v2/2 + 0(933) — (1 + %(1 — 633’3)2 +o((1— 635”)3)>
= a?2?/2 — $(—3x + 92%/2 + o(2?))? + o((—3z + 92%/2 + o(z?))?)
_ 0422—9x2 _ %x?’ + o(z?)
Pertanto
. cosh(az) — cosh (1 — 37) . (a?—=9)2% — Za3 + o(a?) too Vo >3
lim 3 = lim 3 = —0 YVa<3
z—0+ x z—0* z -2 se a <3
Esercizio facoltativo. Calcolare
r+e "
lim el arctant dt.

T—-+00 z

Per lo svolgimento v. il Tema 1.
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