ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 17.09.2019
SOLUZIONE TEMA 1

Esercizio 1. Sia
f(x) =log |63’3 - 2’ .

a) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e determi-
narne gli eventuali asintoti;

b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. a) Chiaramente D = {z € R : [e3* —2| >0} ={z €R : €% —2#0} = R\{lo§2}. Segno:

log 3
flz) 20 «— \e3x—2\21 — T_2<-1e -2>1 — <0, em}og.

Dove vale = si hanno anche gli zeri di f. Limiti e asintoti: dobbiamo studiare la funzione per x —
+o0, 10% 2. Facilmente, f(—oc) = log?2, quindi y = log2 & asintoto orizzontale a —oo. A 400 facilmente
f(400) = 400. Cerchiamo un eventuale asintoto obliquo y = ma + ¢q. Per m abbiamo che

m= i T = g RECD gy WECT) -y Mg
Per ¢ abbiamo
3¢ _
q= mll)rlloo(f(x) —3z) = wgrfoo (log(e?’z —2) —log 63’”) = mll)rfoo log e logl =0.

Conclusione: y = 3z ¢ asintoto obliquo a 4oc0. Infine,

lim log|e3* — 2| = log 0+ = —oo0,
s og2

da cui z = 10§2 ¢ asintoto verticale.

b) Chiaramente f ¢ continua sul proprio dominio essendo composizione di funzioni continue ove definite. E
anche derivabile poiché 1'unico punto in cui non si pud applicare la regola della catena & z t.c. €3* —2 =0,

cioe x = l°§2, che pero non appartiene al dominio di f. La derivata &
1 3e3®
/ 3x 3z
r) = ———sgn (e’ — 2) - 3e”* =
F@) = g (@ - 2) o
Da questa segue che
log 2

flx) 20, <= €*-2>0, < z>

3

Si conclude che f N\, su] — oo, 62 mentre f 7 su |"%62, +-00[. Non ci sono, di conseguenza né minimi né
massimi (di qualsiasi natura).

c¢) Grafico.
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Esercizio 2. Si calcoli il limite

_ 9.2
e 2z 1=z

lim .
z—0+ sinh 22 + 27/3 log x

Svolgimento. Ricordato che lim, ,g+ 2%logx = 0, si vede facilmente che il limite si presenta come una
forma del tipo 0/0. Studiamo 'ordine di infinitesimo di numeratore e denominatore. Ricordato che
2
ed=1+t+o0(t) = 1+t—|—5+0(t2),

abbiamo
N=1+(z—22%)+o(x—2%) —1—2 =22+ o(z) = o(x),

insufficiente per un comportamento preciso,

_ 922 2 3
(51:237)+0((x—2a:2)2)—1—x_—2x2+x+0(952) N_§x2 per z — 07

N =1+ (z—22?) + 5

Per il denominatore ¢ sufficiente ricordare che sinht = ¢ 4 o(t) per cui

D =%+ o(x?) + 23 logx = 2% + o(x?) per z — 07,

z7/3 logx
22

essendo z7/3 log z = o(x?) poiché = g1/3 logz — 0 per £ — 0+. Dunque

_3..2
5 3

N —
D 2 2°

Esercizio 3. Risolvere la disequazione

3
Rez < Re <>
z

e disegnarne le soluzioni sul piano complesso.
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Svolgimento. Sia z = x + iy con x,y € R. Allora Re z = & mentre essendo % =

3 3x
Re—- = —.
R

Pertanto, z # 0 verifica la disequazione se e solo se

>0, 1< pis, &= 22 +y° <3,
3z
$<0, 12@7 e x2+y223

Figura:
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Esercizio 4. a) Calcolare l'integrale indefinito

x\3 . N x
/ (tan 5) dx (sugg.: eseguire la sostituzione tan 5= w).

b) studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

6 tanx
——dx
0 xoa—i—Z

al variare di a € R.

T—1y

- z2+y2 I



Svolgimento. a) Seguendo il suggerimento v = tanz/2, v = 2arctanu da cui dr = TQUQ, pertanto
[ (tan % ) dx —fl du=2[* “1:121 du= [2u— 122 du = u? —log(1 + u?)

= (tan %)2 —log (1 + (tan %)2) .

b) Sia f(z) = 8%, Certamente f € C(]0, %]) per ogni a ed & continua anche in 2 = 0 (quindi integrabile
sicuramente) per a 4+ 2 < 0, cioé per @ < —2. Per o > —2 abbiamo un integrale generalizzato in z = 0.
Ricordato che tanz = x + o(z) = x1, per v — 0,

T 1 1
_ N +
f(@) ~ 7ot2 — gotl ~ a1 P 0,

integrabile in 0 se e solo se a+1 < 1, cioe a < 0 per confronto asintotico. Morale: 'integrale generalizzato
esiste finito se e solo se a < 0.

Esercizio 5. (i) Si dimostri che la successione

a, = log(n +1) —log v/n2 +an +4

¢ infinitesima per n — oo (per ogni a) e per a = 2 se ne calcoli lordine;
(ii) si studi la convergenza della serie

oo

D>

n=2

al variare di a € R.

Svolgimento. 1) Osserviamo che

n+1

vn?24+an+4

Per avere l'ordine di infinitesimo occorre essere piu precisi. Notiamo che, fattorizzando n e usando le

1 1 4
anp =log 1+ — | — =log 1—1—3—1—— .
n 2 n n?

Ricordato che log(1 +t) =t +o(t) =t — % +o(t?),

an, = log ~logﬁ—>0.
n

proprieta dei logaritmi

2
o ==t -1 (344 - EF o)

=52 =tk o (5h).

2n2

1

In particolare, se a = 2 si ottiene a, ~ —5 .

ii) Per quanto visto al punto i),

Qg ~



SOLUZIONE TEMA 2

Esercizio 1 Sia
f(x) =log |62"” - 3’ .

a) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e determi-
narne gli eventuali asintoti;

b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

c) disegnare un grafico qualitativo di f.

SOLUZIONE.

Dominio:

log [€** — 3| & ben definita <= [€** —3| >0 <= €** —3#£0 < z # 10537
percio il dominio ¢ D := R\{l°§3}

Segno:

zr€De f(x) >0 — xEDe‘eQI—S‘Zl = xe€Dee*®>40e** <2

log 4 log 2
— z> %= =log20x < 5=

Inoltre f(x) =0 <= =x € {1052,10g2}.
Limiti:

I punti di accumulazione del dominio D sono +o0o, —00, 1053.
lim log|e*” — = lim logy =
Jm logle® =3 - = - lim logy = oo
lim log ‘62’” — 3‘ = lim logy = log 3
T—r—00 y:62173 y_>3
lim log|e** —3 = lim logy = —
o183 4 d | y=e?v—3  y—0+ &Y
lim logle* —3 = = lim logy= -
i, logle™ =3 5 =t losy

2

Asintoti
Dal calcolo dei limiti si deduce che la funzione f ha y = log3 come asintoto orizzontale a —oo, e

T = 1°§3 come asintoto verticale sia per x — 1053— sia per T — 1°§3+. Infine, da
lim llog |e2”” — 3‘ = lim llog(e% -3) = lim fei -9
T—+00 T T—+00 T H z—+oo e — 3
e
e2r 3
im f(r) ~ 20 = lim log(e* —3) ~ 20 = lim log(e — 3) ~ log(¢*") = lim _log ( - ) _0o

deduciamo che la retta di equazione y = 2x & asintoto obliquo a 4oc0.

Derivabilita.

La funzione & derivabile in ogni punto del dominio. Infatti, gli unici punti in cui la funzione potrebbe
non essere derivabile sono quelli in cui !e% - 3‘ = 0, vale a dire il solo punto x = 10%3, in quanto la funzione
log 3

2

“modulo” non e derivabile nello zero. Tuttavia z = non appartiene al dominio.

Calcoliamo la derivata:

1 2 2z
Per z € ]log < og3> ,+oo[ si ha f(x) = log(e?* — 3), cosicché f'(x) = c

e2r — 3’

2



2623:
5 . In conclusione
e T __

log 3
Per x € ] —o00, log < 8 > [si ha f(z) = log(—e?*+3), cosicché, ancora, f'(x)

2621
o —
f(:lc)—e%_3 Vx € D.

2
— 1 (e2x _ 3)/ — e%g_””g.

(oppure, ricordandosi che d(lod%?yl) = % per ogni y € R\{0}, si ha f'(z) = z—

Monotonia.
Studiamo il segno della derivata:

2e2® log 3
x €D and f’(a:):ezwe_3>0<:>:n>og

2x 1 3
re€D and f’(x)262$€_3<0 = < Og ).
1°g3[. Ne

, +00[ e strettamente decrescente per z €] — oo,

log 3
2

Percid f ¢ strettamente crescente per x €]

consegue, in particolare, che non ci sono punti di estremo.

Grafico.
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Esercizio 2 Si calcoli il limite
e:c—3a:2 1=z
lim .
2—0+ sinx? 4+ 25/2log
SOLUZIONE.
Poiche
. x5/210g95_ | logz -2 _0
J:LI}JEF x2 - xi%i x_1/2 E J:LI}JL gj_5/2 -

si ha 2°/2log z = o(2?), da cui

, L 1+ (@ -3+ i (x—32Y)2+o(@?) - 12 — 32 5
lim = lim = lim ——.
a—0+ x? + o(x?) PSI g—0t+ 22 2

2—0+ sina? 4+ 2%/2 log x
6



Esercizio 3 Risolvere la disequazione

4
Rez < Re <>
z

e disegnarne le soluzioni sul piano complesso.
SOLUZIONE.
Posto z = z + iy, si ha

Rez=1xz, Re (4) = Re
z

4
RezﬁRe() <— <

z

Dunque
4z

22 +y?2’

4
(m>0 e 1§7> o) <$<0 e 1>
x2 +y?

vale a dire se e solo se (x,y) appartiene all’insieme

4z — 43
dr —diy\ _ o
x2+y2

dr —diy\ 4z
$2+y2 7I2+y2.

(z,y) # (0,0)

xziyz) o(x:O e y#O)

{(x,y)€R2] x2+y2§4,x>0}U{(m,y)€R2\ $2+y224,x<0}U{(0,y)6R2] yER\{O}}

(L’intersezione del cerchio di raggio 2 con il semipiano & > 0 unito al semipiano x < 0 privato del cerchio

di raggio 2 unito all’asse delle y privato dell’origine).
Figura:
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Esercizio 4 a) Calcolare I'integrale indefinito

/(tan 2x)3 dx (sugg.: eseguire la sostituzione tan 2x = u).

SOLUZIONE DI a).
Ponendo tan 2z = u, si ha z = 1 arctan(u), da cui

1 u3 1 1
2 3 = — = — —_— =
/(tan =) d 2/1+u2du 2/udu 2/1+u2du

2 log(1+ u?)

UZ 1 4+¢c¢, c€eR



_ (tan2z)?  log(l + (tan2z)?)
4 4

b) studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

4+c, ceR

al variare di @ € R.

SOLUZIONE di b)

Per x — 0+ ;3;1}1 ¢ asintotico a xQTl,Q per cui 'integrale € convergente se e solo se 2a — 2 < 1, vale a
dire se e solo se a < %

Esercizio 5 (i) Si dimostri che la successione

a, =log(n+1) —logv/n2 +an+3

¢ infinitesima per n — oo (per ogni «) e per a = 2 se ne calcoli ordine;
(ii) si studi la convergenza della serie

o0

D

n=2

al variare di o € R.
SOLUZIONE.

(i) La successione ¢ infinitesima:

1 141
lim a, = lim log<2n+):hm log n( n) -0
s e JiZtont3 1T

Inoltre, si ha

S|

a, = log (n <1—|—

=logn + log <1+

) le i) -
n o n
)—logn—log<\/1+a+32>—
n o n
1 1
:log(1+>—log<1+a+32>
n 2 non

S|

—1
F.
(ii) Per quanto visto al punto (i),

In particolare, se o = 2, a,, ~

Qg ~

pertanto la serie converge se e solo se o = 2.



