ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 8.02.2021

TEMA 1

Esercizio 1 [8 punti] Sia data la funzione

||

fle) = x24+1

(i) Determinare il dominio naturale di f, studiare il segno e la simmetria di f e calcolare limiti ed
eventuali asintoti agli estremi del dominio;

(i) Studiare la derivabilita di f e calcolare la derivata prima, studiare gli intervalli di monotonia
individuando gli eventuali punti di massimo/minimo assoluto/relativo;

(iii) abbozzare il grafico di f.

Svolgimento. (i). Iniziamo dal dominio naturale. Il denominatore z*> + 1 > (0 sempre strettamente
positivo. Il numeratore |z| & sempre maggiore o uguale di zero. Considerando che il dominio della
funzione radice ¢ [0, 00), otteniamo D = R.

Studiamo il segno e le simmetrie di f. La funzione ¢ pari: f(z) = f(—z),Vz € R. Inoltre essa ha

sempre valori non negativi:
|_lz]
T) = >0 <= zreR,
/() ?2+1 -

flz) =0 < x=0.

Studiamo i limiti agli estremi del dominio; abbiamo:

lim f(z)= lim f(x)=0.

T—+00 T——00

Dunque y = 0 ¢ asintoto orizzontale a 400 e a —o0.
(ii) Studiamo la derivabilita di f. Si ha che f € CM(R\{0}) in quanto composizione di funzioni
CW(R), esclusa la funzione g(z) = |z| che sta solo in CW (R \ {0}). Per ogni z # 0 si ha

1 sgn(z)(z®+1) — |z]2z

!
€Tr) =
fe) 9. [zl (z+1)2
241
Dunque,
xr>0e xr) > < (z7+1) 227 >0 <—= 1l -2 >0 < z €|0,
Oe f 0 241)—22 >0 1—2>0 0,1
e

{r>0and f'() =0} < z=1

Per simmetria, si ha
{x <0and f'(z) >0} < z €] —o0,—1]



{r<0and f'(z) =0} <= z=—1.

Inoltre, per il teorema del limite della derivata,

o , 1— 22 , 1
lim f'(z) = lim = lim —— = 400
z—0+ z—0 2(1’2 + 1)2 x|2aj’|—1 z—0t 2 |g;|
(1 — a2 1
lim f'(z) = lim (=)0 =) = lim —— =~
z—0— z—0 2(.’13'2 + 1)2 $|2w+1 z—0— 2 |x|

percio, la funzione non e derivabile in z = 0, dove ha una cuspide.
Dalla precedente analisi e dalla continuita della funzione si ha che la funzione e crescente in

ognuno dei due intervalli [0,1] e | — 0o, —1] ed & decrescente in ognuno dei due intervalli [—1,0] e
1, +00.
Inoltre vi € un massimo (risp. minimo) globale in z = 1 (risp. = = —1).

(iii). 11 grafico della funzione ¢ abbozzato in figura.

Figure 1: Il grafico di f.

Esercizio 2 [8 punti] Si trovino le soluzioni complesse dell’equazione

8 1+

23 1—=4

espresse in forma algebrica e esponenziale (o trigonometrica), e le si disegnino sul piano complesso.

Svolgimento. Da
1+¢ 144 1+¢ 2
= =—=1

1—i 1—4 1+4+i 2

otteniamo

8
23: - = —8&i.
1



. . . . . . . -3 N

Le soluzioni dell’equazione sono le (tre) radici terze di —8i = 8¢'2™, cioe
1 . 7 . 11 ,
21 =262 =20, 2y =2e"" = —\/3—14, z3=2e"" =3 —i

e sono disegnate nella figura seguente

Figure 2: Le soluzioni dell’esercizio 2.

Esercizio 3 [8 punti]
(i) Calcolare

/log(t + 1) dt.

(ii) Dedurre il valore di
! 1
/ loglve £1) ;.
0 v

Svolgimento.(i) Per parti:

t
/log(t + 1) dt =log(t + 1)t — / —dt

t+1

:tlog(t+1)—/(1—t+%> dt

=tlog(t+1)—t+log|t+ 1| +c,

con c € R.
(ii) Utilizzando la sostituzione t = /z,

/1 log(ve+1) . _ . /1 log(vz+1) .~ ["log(t+1)
0 \/E =0+ J,. \/E c—0+ Nz t

1
= C1_1)1(1)1+ 2 /ﬁ log(t+ 1) dt
1

= cl—1>%l+ 2[tlog(t +1) —t +log(t +1)]
=2(2log2—1)

2t dt



Esercizio 4 [8 punti]
(i) Individuare al variare di o € R 'ordine di infinitesimo di

n(cos(1/n) —1) + %

(i) Studiare al variare di @ € R la convergenza di
“+o0o
a
Z )n (cos(1/n) — 1) + —‘ :
n
n=1

Svolgimento. (i)

n(cos(1/n)_1)+%:n<_i+ 1 +O(%))+g:—l/2+a+ 1 +0(1)

2n? = 24n4 n n 24n3 n3

¢ di ordine 1 per ogni « # 1/2 e di ordine 3 per a = 1/2.
(ii) La serie ¢ a termini di segno costante. Da quanto visto nel punto precedente, il termine
generale della serie verifica le seguenti asintoticita

0~ w sea#1/2
" L se a=1/2.

24n3

Applicando il teorema del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata, otteniamo che
la serie converge se a = 1/2 e diverge se o # 1/2.

NB: con log si indica il logaritmo in base e.

Tempo a disposizione: 1 ore e 30 minuti.

E vietato tenere con sé, anche spenti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo e usare libri e appunti. Ogni affermazione deve essere

adeguatamente giustificata.



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 8.02.2021

TEMA 2

Esercizio 1 [8 punti] Sia data la funzione

||

fle) = 224+ 2

(i) Determinare il dominio naturale di f, studiare il segno e la simmetria di f e calcolare limiti ed
eventuali asintoti agli estremi del dominio;

(i) Studiare la derivabilita di f e calcolare la derivata prima, studiare gli intervalli di monotonia
individuando gli eventuali punti di massimo/minimo assoluto/relativo;

(iii) abbozzare il grafico di f.

Svolgimento. (i). Iniziamo dal dominio naturale. Il denominatore z*> +2 > (0 sempre strettamente
positivo. Il numeratore |z| & sempre maggiore o uguale a zero. Considerando che il dominio della
funzione radice ¢ [0, 00), otteniamo D = R.

Studiamo il segno e le simmetrie di f. La funzione ¢ pari: f(z) = f(—z),Vz € R. Inoltre essa ha

sempre valori non negativi:
|_lz]
T) = >0 <= zreR,
/() x?2+2

flz) =0 < x=0.

Studiamo i limiti agli estremi del dominio; abbiamo:

lim f(z)= lim f(x)=0.

T—+00 T——00

Dunque y = 0 ¢ asintoto orizzontale a 400 e a —o0.
(ii) Studiamo la derivabilita di f. Si ha che f € CM(R\{0}) in quanto composizione di funzioni
CW | esclusa la funzione g(z) = |z| che sta solo in C™M(R \ {0}). Per ogni  # 0 si ha

1 sgn(z)(z®+2) — |x|]2x

!
€Tr) =
F) WALE (z+2)
7242
Dunque,
{z>0e f(x) >0} <= (2°+2)—222>0 <= 2—-2>0 < z€]0,V2]
€

{r>0and fl(z) =0} <= =12

Per simmetria, si ha

{z <0and f'(z) >0} < = €] —oc0,—V2]



{r <0and f(z) =0} <= z=—V2.

Inoltre, per il teorema del limite della derivata,

2 — 12 2
lim f'(z) = lim = lim ——— =400
v g o)y T V2V

—2 + 22 2
lim f'(z) = lim = lim ———— = —
IO e B AV

percio, la funzione non e derivabile in z = 0, dove ha una cuspide.

Dalla precedente analisi e dalla continuita della funzione si ha che la funzione e crescente in
ognuno dei due intervalli [0, /2] e | — 00, —v/2] ed & decrescente in ognuno dei due intervalli [—+/2, 0]
e [vV2, +ool.

Inoltre vi & un massimo (risp. minimo) globale in 2 = v/2 (risp. = —v/2).

(iii). Il grafico della funzione ¢ abbozzato in figura.

Figure 3: Il grafico di f.

Esercizio 2 [8 punti] Si trovino le soluzioni complesse dell’equazione

8 1—i

B 140

espresse in forma algebrica e esponenziale (o trigonometrica), e le si disegnino sul piano complesso.

Svolgimento. Da
1—¢ 1—4 1—4 —2i

= = = —1

1+i 144 1—0i 2

otteniamo .
2= =8i.
—1



Le soluzioni dell’equazione sono le (tre) radici terze di 8 = 8¢2™ ciod
2 =207 = VB4, 2= 261" = —V/34i, 25 =22 = ~2

e sono disegnate nella figura seguente

Figure 4: Le soluzioni dell’esercizio 2.

Esercizio 3 [8 punti]
(i) Calcolare

/log(l —t) dt.
(ii) Dedurre il valore di

X.

/1/4 log(1 - va)
0 NG

Svolgimento.(i) Per parti:
t

:tlog(l—t)—/ (1+t_%) dt

=tlog(l—t)—t—loglt—1]+¢

con c € R.



(ii) Utilizzando la sostituzione t = /z,

1/4 o 1/4 o 1/2 o
/ log(l—v7) . _ . log(1—v7) . _ . log(1 —¢)
0 \/E c—0+ c \/E c—0+ NG

1/2
= Cl_l)rgl+2/\/6 log(1 —t) dt

= 2615& [tlog(l —t) —t —log|t — 1]

2t dt

1/2
Nz

9 E log (%) _ % log (%)} _ (-%) “log(2) — 1] = 1 + log(2)
Esercizio 4 [8 punti]

(i) Individuare al variare di @ € R l'ordine di infinitesimo di
(cos(1/n) = 1)+ 5

n (cos(1/n) — —

2n

(i) Studiare al variare di @ € R la convergenza di

Z‘n(cos(l/n) S+ &

onl’

Svolgimento. (i)

(cos(1/n) 1)+04 1+ 1 +(1) +0¢ —1+0¢+ 1 n 1
n (cos(1/n) — — =n|-—— o(— — = ol —
2n 2n? = 24n4 nt 2n 2n 24n3 n3

¢ di ordine 1 per ogni a # 1 e di ordine 3 per a = 1.
(ii) La serie ¢ a termini di segno costante. Da quanto visto nel punto precedente, il termine
generale della serie verifica le seguenti asintoticita

aN{%:a sea#1
n

%43 se o = 1.

Applicando il teorema del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata, otteniamo che
la serie converge se a« = 1/2 e diverge se o # 1/2.
NB: con log si indica il logaritmo in base e.

Tempo a disposizione: 1 ore e 30 minuti.
E vietato tenere con sé, anche spenti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo e usare libri e appunti. Ogni affermazione deve essere

adeguatamente giustificata.



