ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 07.02.2022

TEMA 1

Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione
f(x) =log (|o| — 2% +2),

(i) determinarne il dominio naturale; determinarne la eventuale simmetria e il segno.

z € Dominio <= |z| —224+2>0 <= |z]*—|z|-2<0 (da2? = |z]?)

disequazione che ¢ risolta da
|z| € ]-1,2] <= |z| €[0,2] <= =z €]-2,2]

Dunque Dominio= |2, 2]
La funzione & chiaramente pari.
La funzione € continua perché composta di funzioni continue.

In alternativa si sarebbe potuto anche argomentare come segue.

B 10g(:c—x2+2) Ve >0
f(z) { log (—x—:):2+2) VYV <0

Si osserva che f ¢ pari, e si limita lo studio a 2 > 0. Dunque 2 € Dominio e > 0 se e solo se  — 2% +2 > 0
ex >0, cioe z € [0,2[. Poiché f & pari, risulta

Dominio =| — 2, 2[

Inoltre

1++5

— T E

{f(:c)zo (:>{:1:—332+221 0

x>0 x>0

Per simmetria si conclude che

14+VB 145

flz) >0 <= =z € 5 5

Calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio:

lim f(x) = —oo che per simmetria implica  lim f(z) = —o0
T—2 T——2

cosl in 2 e —2 ci sono due asintoti verticali.

(ii) studiarne la derivabilita e calcolarne la derivata prima; studiarne gli intervalli di monotonia indivi-

duando gli eventuali punti di massimo e di minimo sia relatvi che assoluti:



1-—2x < T € ]0 = [
/ )
r)=——F5—2>0 2
/(@) x—x?+2
Inoltre f'(x) =0, = > 0 se e solo se © = % Poiche f & continua nel suo dominio, se ne deduce che f e
strettamente crescente in [0 1], strettamente decrescente in [%, 2[, e ha un punto di massimo relativo in

1 ’ 2
r=3.
Per simmetria si ha anche che f e strettamente decrescente in [—%,O], strettamente crescente in
]—2, —% [, e ha un punto di massimo relativo in x = —%.

In particolare x = %, —% sono punti di massimo assoluto.

Per x = 0 (la funzione ¢ continua): f(0) = log2. =z = 0 & dunque punto di minimo relativo (ma non
assoluto perché f tende a —oo agli estremi).

Si ha inoltre lim, — 07 f'(z) = 1/2 = f4(0), che per simmetria implica f’ (0) = —1/2, Dunque 0 ¢ un
punto angoloso.

(iii) abbozzarne il grafico.
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Esercizio 2 [7 punti] Determinare l'insieme A dei numeri complessi z € € tali che
|z 4 iZm(z)|?

= - 7 >1
|22 + Re(2)? —

e disegnarlo nel piano complesso.



Se scriviamo z = = + iy, la disequazione diventa

|z + 2yi|? ot 44y
202 +y2 222 +y?

Il numeratore ¢ 0 se e e solo se (x,y) = (0,0). Negli altri punti & positivo, percio per (z,y) # (0,0) la

15
10
05
05
10
wsl

disequazione e equivalente a

x2—|—4y2 > 2x2+y2 =
3P — 2t = (V3y—2)(V3y+z) >0 —
T +iy € {x—l—z’y, y < x/\f3, y < —x/\fB} U {x—l—iy, y > a:/\/g, y > —m/\/g}, (x,y) # (0,0).
In alternativa, si poteva anche osservare che la disequazione ¢ equivalente a

244y > 22 4 = 3P -2 >0 =

y? > lxz =y > 1 |z| oppure y < _ L ||
-3 RVE] VA
e dire che 'insieme A delle soluzioni ¢

. 1 . 1
a={w+iy: vzl (2,9) # (0,0} U {a+iy.: ys—zlel (z.9) # (0,0)}.

Esercizio 3 [7 punti]
Studiare la convergenza della serie numerica

3o () o )]}

al variare di a € R.

Da

1 1
n {a sinh (2) + log [cosh ()] } =
n n
S S A TR S S R
B R B! om2 1204 T2\ A N

TR L Y
2n  12n3 nd )’

dove abbiamo usato lo sviluppo di Mac Laurin di sinh e della funzione composta

oo (3] oo o (2] )]~ (2) 1) - o (2) 1) ()



11 11 11 2 ol 1111 (1
- 4=z ol =)= - -~ = 1+, =
2n2  24nt 2\ 2n2 n4 2n2  12nt nt )’
deduciamo che essa € una serie a segno definitivamente costante e, applicando il criterio del confronto

asintotico, che converge se e solo se 2a+1 =10, i.e. a = —1/2.

Esercizio 4 [8 punti]
Usando l'integrazione per parti, calcolare

2
/arctan () dx.
T
2 2
/arctan <> dr = /arctan (> dx
T x

= x arctan <

Abbiamo

+ ————dzx

) ( +4/:E2)
)</

S 81N

= g arctan
< xQ + 4

= rarctan < ) + log(z* 4 4) + celR.
x

Facoltativo. Studiare la convergenza dell’integrale improprio

+oco 3 1
/ arctan <x + > dx
0 e

al variare di a > 0.

Osserviamo che la funzione integranda & sempre C'(%)((0, +00)) e nonnegativa. All’estremo z = 0 I'integrando

tende a 7/2 dunque
1 3 1
/ arctan <w + ) dx
0 e

¢ integrabile per ogni o > 0. Studiamo l'integrabilita di

+oo 3 1
/ arctan <x + > dx
1 x

Se a < 3 l'argomento dell’ arcotangente ¢ sempre > 1 per cui arctan (%) > /4. Ne consegue che

I'integrale diverge. Se o > 3, 'argomento di arcotangente tende a zero per x — +oo, e 'integrando &
asintotico a 1/2%~3. Dunque I'ultimo integrale converge se e solo se a — 3 > 1, cioe o > 4.

+o0o 3 1
/ arctan <$ + > dx
0 x

NB: con log si indica il logaritmo in base e.

In conclusione

converge se e solo se a > 4.



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 07.02.2022

TEMA 2

Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione
(@) = log (2la] - * +3)

(i) determinarne il dominio naturale; determinarne la eventuale simmetria e il segno.

x € Dominio <= 2|z| —2*+2>0 <= |z|> - 22| -3 <0 (da 2* = |z|?)
disequazione che é risolta da
|z| € ]-1,3] <= |z| €]0,3] < = €]-3,3].

Dunque Dominio= ]-3, 3|
La funzione & chiaramente pari.
La funzione & continua perché composta di funzioni continue.

In alternativa si sarebbe potuto anche argomentare come segue.

fa) = log (22 — % + 3) vz >0
= log (—2z — 2 + 3) Vo <0

Si osserva che f @ pari, e si limita lo studio a 2 > 0. Dunque # € Dominio e z > 0 se e solo se 2z — 2243 > 0
ex >0, cioe z € [0,3[. Poiché f & pari, risulta

Dominio =| — 3, 3]

Inoltre
f(x) >0 2 —224+3>1 { }
{xZO =\ >0 = z€(0,1+V3].

Per simmetria si conclude che

F2)>0 — z¢ [—1—\/5,1+\/§}

Calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio:

lim f(x) = —oo che per simmetria implica  lim f(z) = —c0
z—3 r——3

cosl in 3 e —3 ci sono due asintoti verticali.

(ii) studiarne la derivabilita e calcolarne la derivata prima; studiarne gli intervalli di monotonia indivi-

duando gli eventuali punti di massimo e di minimo sia relatvi che assoluti:



x>0
2 —2x — x€10,1].
f(x) = PV S 1011
20 — x4 43

Inoltre f/(x) = 0, x > 0 se e solo se x = 1 Poiche f & continua nel suo dominio, se ne deduce che f &
strettamente crescente in [0, 1], strettamente decrescente in [1,3[, e ha un punto di massimo relativo in
z = 1.

Per simmetria si ha anche che f ¢ strettamente decrescente in [—1, 0], strettamente crescente in |—3, —1],
e ha un punto di massimo relativo in x = —1.

In particolare x = 1, —1 sono punti di massimo assoluto.
Per x = 0 (la funzione ¢ continua): f(0) = log3. z = 0 & dunque punto di minimo relativo (ma non
assoluto perché f tende a —oo agli estremi).
Si ha inoltre lim, o+ f'(z) = 2/3 = f.(0), che per simmetria implica f’ (0) = —2/3, Dunque 0 & un punto
angoloso.

(iii) abbozzarne il grafico.

TN

Esercizio 2 [7 punti] Determinare 'insieme A dei numeri complessi z € € tali che
|2 + Re(2)[*
|22+ Zm(2)? ~

e disegnarlo nel piano complesso.

Se scriviamo z = x + 1y, la disequazione diventa
|2 + yi|? Azt 4P
224+ 292 a2 422

Il numeratore ¢ 0 se e e solo se (z,y) = (0,0). Negli altri punti & positivo, percio per (z,y) # (0,0) la

3 ) =1 t 1 2
2
4

disequazione € equivalente a

422 + 2 > 2? + 2 =
327 —y? = (V3z —y) (V3 +y) > 0 —

x+iye{x+z’y, y >3z, yg—\/ﬁx}u{xﬂ'y, y < V3z, yz—\/§m}, (z,y) # (0,0).



In alternativa, si poteva anche osservare che la disequazione ¢ equivalente a
322 — 2 >0 =

y? <322 <= —V3|z| <y < V3zl

e dire che 'insieme A delle soluzioni ¢

A={e+iy: —VBle|<y<VBlal, (ny) # (0,0)}.

Esercizio 3 [7 punti]
Studiare la convergenza della serie numerica

3o ()] o0 ()

al variare di a € R.

Da

1 1
n {log [cosh <>} + asin <2>} =
n n
1 1 1 1 1
T2 a2t O\t T o\ T

a1 -1 Lo
2n  12n3 nd )’

dove abbiamo usato lo sviluppo di Mac Laurin del seno e della funzione composta

o ()] o (o () )]~ 2) ) - () (2

11 N 11 1/ 1 2+ 1 11 11 N 1
L SR N P D N I S
2n2  24nt 2\ 2n2 n4 2n2  12n4 nt )’

deduciamo che essa ¢ una serie a segno definitivamente costante e, applicando il criterio del confronto
asintotico, che converge se e solo se 2a+1 =10, i.e. « = —1/2.

Esercizio 4 [8 punti]
Usando l'integrazione per parti, calcolare

Abbiamo

3 3 3
arctan - dxr = x arctan p + mdw
(2)+]
=garctan | — | +
T

3 3
= x arctan () + B log(z? +9)4+¢, celR.
x



Facoltativo. Studiare la convergenza dell’integrale improprio

+00 1
/ arctan (x _; ) dx
0 =

al variare di a > 0.

Osserviamo che la funzione integranda ¢ sempre C'(%)((0, +00)) e nonnegativa. All’estremo z = 0 I'integrando

tende a 7/2 dunque
1
1
/ arctan (x—;— ) dx
0 =

¢ integrabile per ogni o > 0. Studiamo integrabilita di

+00 1
/ arctan (m—;— ) dx
1 x>
z+1

Se a < 1/2 largomento dell’ arcotangente & sempre > 1 per cui arctan (362@) > 7/4. Ne consegue che
l'integrale diverge. Se a > 1/2, 'argomento di arcotangente tende a zero per x — +o00, e 'integrando &
asintotico a 1/22*~1. Dunque l'ultimo integrale converge se e solo se 2o — 1 > 1, cio¢ o > 1.

+00 1
/ arctan (x er ) dx
0 =

NB: con log si indica il logaritmo in base e.

In conclusione

converge se e solo se a > 1.



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 07.02.2022

TEMA 3

Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione
f(z) =log (4|:c\ — 22+ 5) ,
(i) determinarne il dominio naturale; determinarne la eventuale simmetria e il segno.
x € Dominio <= 4|z| —2*+5>0 <= |z|> —4|z| -5 <0 (da 2* = |z[?)
disequazione che ¢ risolta da
|z| € |-1,5] <= |z| € [0,5] <= z €]-5,5].
Dunque Dominio= |5, 5]

La funzione & chiaramente pari.
La funzione & continua perché composta di funzioni continue.

In alternativa si sarebbe potuto anche argomentare come segue.

fz) = log(4x—$2+5) Vz >0
= log (—4z —2*+5) Vo <0

Si osserva che f & pari, e si limita lo studio a # > 0. Dunque = € Dominio e > 0 se e solo se 4z —22+5 > 0
ex >0, cioe x € [0,5]. Poiché f & pari, risulta

Dominio =| — 5, 5[

Inoltre

f(xz) >0 dp —2?> +5>1
{1:20 = 1.5 :)xE[O,Z—F%fQ}

Per simmetria si conclude che

f@) 20 = ze[-2-2v22+2v2].

Calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio:

lim f(x) = —oo che per simmetria implica  lim_f(z) = —c0
z—5 r——5

cosl in 5 e —5 ci sono due asintoti verticali.

(ii) studiarne la derivabilita e calcolarne la derivata prima; studiarne gli intervalli di monotonia indivi-

duando gli eventuali punti di massimo e di minimo sia relatvi che assoluti:



x>0
4 — 2z — x€10,2].
@)= s> o2
dr —z=+5

Inoltre f'(x) = 0, = > 0 se e solo se z = 2. Poiche¢ f & continua nel suo dominio, se ne deduce che f
¢ strettamente crescente in [0, 2], strettamente decrescente in [2,5[, e ha un punto di massimo relativo in
T =2.

Per simmetria si ha anche che f ¢ strettamente decrescente in [—2, 0], strettamente crescente in |—5, —2[,
e ha un punto di massimo relativo in x = —2.

In particolare x = 2, —2 sono punti di massimo assoluto.
Per x = 0 (la funzione ¢ continua): f(0) = log5. = = 0 & dunque punto di minimo relativo (ma non
assoluto perché f tende a —oo agli estremi).
Si ha inoltre lim, — 07 f'(z) = 4/5 = f4(0), che per simmetria implica f’ (0) = —4/5, Dunque 0 ¢ un
punto angoloso.

(iii) abbozzarne il grafico.

T

Esercizio 2 [7 punti] Determinare l'insieme A dei numeri complessi z € C tali che

|z — 3Re(2)]?
2|2+ Zm(2)? —

e disegnarlo nel piano complesso.

Se scriviamo z = x + 1y, la disequazione diventa

|—22 +yi* 422 + 42
= >1
x? + 212 x2 4292

Il numeratore ¢ 0 se e e solo se (z,y) = (0,0). Negli altri punti & positivo, percio per (z,y) # (0,0) la

3 Z 1 t 1 2
4

disequazione e equivalente a

4x2—|—y22$2+2y2 =
3x2—y2=(\/§x—y)(\/§x+y)20 =

x+iy€{x+iy, y >3z, yS—\@x}U{Hiy, y < V3, yz—ﬁm}, (z,y) # (0,0).



In alternativa, si poteva anche osservare che la disequazione ¢ equivalente a
322 — 2 >0 =

y? <322 <= —V3|z| <y < V3zl

e dire che 'insieme A delle soluzioni ¢

A={e+iy: —VBle|<y<VBlal, (ny) # (0,0)}.

Esercizio 3 [7 punti]
Studiare la convergenza della serie numerica

3 {on () v e ()]

al variare di a € R.

Da )
n{asinh <2> log [cos( >]}
n
1 1 1 1
=n aﬁ—i—a-o v —|-2 +12n4+ o
=(2 +1)L+L+ =
“T Vo T 1am? n?

dove abbiamo usato lo sviluppo di Mac Laurin di sinh e della funzione composta

o (2] o )] o 2) ) o)) ) -

11 N 11 1 1 2+ 1 11 11 N 1
R S G oY= 22 24 (L
2n2  24nt 2 2n2 n4 2n2  12n4 nt )’

deduciamo che essa ¢ una serie a segno definitivamente costante e, applicando il criterio del confronto
asintotico, che converge se e solo se 2a+1 =10, i.e. « = —1/2.

Esercizio 4 [8 punti]
Usando l'integrazione per parti, calcolare

1 4
/ arctan <> dx.
0 X

/arctan <4> dxr = x arctan (4) + / $dm
x x z(1+16/22)
= g arctan <4> +/ Az dr
x x2 +16

4
= rarctan (> + 2log(z* 4+ 16) + ¢, c<R.
x

Abbiamo




Facoltativo. Studiare la convergenza dell’integrale improprio

+00 1
/ arctan (x j,: ) dx
0 xo

al variare di a > 0.

Osserviamo che la funzione integranda ¢ sempre C'(%)((0, +00)) e nonnegativa. All’estremo z = 0 I'integrando

tende a 7/2 dunque
1
1
/ arctan (x—?l)— ) dx
0 x>

¢ integrabile per ogni o > 0. Studiamo integrabilita di

+00 1
/ arctan (m—;— ) dx
1 o
z+1

Se a < 1/3 largomento dell’ arcotangente & sempre > 1 per cui arctan (363@) > 7/4. Ne consegue che
l'integrale diverge. Se a > 1/3, 'argomento di arcotangente tende a zero per x — +o00, e 'integrando &
asintotico a 1/z3*~1. Dunque l'ultimo integrale converge se e solo se 3a — 1 > 1, cioe o > 2/3.

+00 1
/ arctan (x er ) dx
0 =

NB: con log si indica il logaritmo in base e.

In conclusione

converge se e solo se a > 2/3.



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 07.02.2022

TEMA 4

Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione
f(z) =log (3|z| — 2% + 4),
(i) determinarne il dominio naturale; determinarne la eventuale simmetria e il segno.
z € Dominio <= 3|z -2 +4>0 <= |z|° 3|z -4 <0 (daz? = |z[?)
disequazione che é risolta da
|z| € ]-1,4] <= |z| € [0,4] < z € ]—4,4].
Dunque Dominio= |—4, 4]

La funzione e chiaramente pari.
La funzione & continua perché composta di funzioni continue.

In alternativa si sarebbe potuto anche argomentare come segue.

fla) = log (3z — % + 4) Vo >0
T = log (—3z — 2 + 4) Ve <0

Si osserva che f @ pari, e si limita lo studio a 2 > 0. Dunque # € Dominio e z > 0 se e solo se 3z — 2244 > 0
ex >0, cioe z € [0,4]. Poiché f & pari, risulta

Dominio =| — 4, 4]

Inoltre
f(x) >0 3r—a2?4+4>1 3++21
— 0,—.
x>0 x>0 2
Per simmetria si conclude che
34++v21 34 v21
f(2) >0 <= z€ |- i , + .
2 2
Calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio:
lim f(x) = —oo che per simmetria implica  lim f(z) = —o0
z—4 rz——4

cosl in 4 e —4 ci sono due asintoti verticali.
(ii) studiarne la derivabilita e calcolarne la derivata prima; studiarne gli intervalli di monotonia indivi-
duando gli eventuali punti di massimo e di minimo sia relatvi che assoluti:



>0
3—2x <— 2 €]0,3/2[.
!/ )

r)=——"75—2>0
Jz) o — 2245~
Inoltre f'(x) =0, x > 0 se e solo se x = 3/2. Poiche f & continua nel suo dominio, se ne deduce che f &
strettamente crescente in [0, 3/2], strettamente decrescente in [3/2,4[, e ha un punto di massimo relativo
inz=3/2.

Per simmetria si ha anche che f ¢ strettamente decrescente in [—3/2,0], strettamente crescente in
|—4,—3/2[, e ha un punto di massimo relativo in =z = —3/2.

In particolare x = 2, —2 sono punti di massimo assoluto.
Per x = 0 (la funzione ¢ continua): f(0) = log4. =z = 0 & dunque punto di minimo relativo (ma non
assoluto perché f tende a —oo agli estremi).
Si ha inoltre lim, — 07 f'(z) = 3/4 = f4(0), che per simmetria implica f’ (0) = —3/4, Dunque 0 ¢ un
punto angoloso.

(iii) abbozzarne il grafico.
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Esercizio 2 [7 punti] Determinare 'insieme A dei numeri complessi z € € tali che
|z — 3iZm(2)|? -
|22 + Re(2)? —

e disegnarlo nel piano complesso.

Se scriviamo z = x + iy, la disequazione diventa
|z — 2yi|? _a? + 4y?
222 + 2 2w2 492 T

Il numeratore ¢ 0 se e e solo se (z,y) = (0,0). Negli altri punti e positivo, percio per (x,y) # (0,0) la

disequazione € equivalente a
22+ 4y > 22+ =

3y — 22 = (V3y —2)(V3y+12) >0 —

;v—l—iye{x—l—iy, y < x/V3, yS—x/\/g}U{:L%—iy, y > x/V3, yZ—x/\/g}, (z,y) # (0,0).



In alternativa, si poteva anche osservare che la disequazione ¢ equivalente a

3y2—m220 <—

y’ > c2® < y>—l|z| oppure y< -

V3

W =
Sl
w

e dire che 'insieme A delle soluzioni e

A={otiys y=—ll @y 200} {o+ip; ys—jg:cu (e.0) # (0,0)}.

Esercizio 3 [7 punti]
Studiare la convergenza della serie numerica

3 fe o (1)) oo i)}

al variare di a € R.

Da
1 . 1
n {log [cos ()] — o sin <2>} =
n n
N O S S B U IS S O
-n 2n2  12n4 © n4 Oén2 o n4 -

1 1 1
- ot ) - ——tof =
(2o + >2n 12n3 +0<n3>’

dove abbiamo usato lo sviluppo di Mac Laurin del seno e della funzione composta

o (2] o )] o 2) ) o)) ) -

11 N 11 1 1 2+ 1 11 11 N 1
2n2  24nt 2 2n2 n4 2n2  12n4 nt)’

deduciamo che essa & una serie a segno definitivamente costante e, applicando il criterio del confronto
asintotico, che converge se e solo se 2a+1 =10, i.e. a = —1/2.

Esercizio 4 [8 punti]
Usando l'integrazione per parti, calcolare

Abbiamo

5 5 5
arctan | — | de = zarctan | — | + | ————dz
x x x(1+25/xz2)
= g arctan § + / 57:6613:
a x x2 + 25

5 )
= rarctan (> +3 log(z® +25) +¢, ccRR.
T



Facoltativo. Studiare la convergenza dell’integrale improprio

+oco 2 1
/ arctan <x + > dx
0 e

al variare di a > 0.

Osserviamo che la funzione integranda ¢ sempre C'(%)((0, +00)) e nonnegativa. All’estremo z = 0 I'integrando

tende a 7/2 dunque
1 2
1
/ arctan <a: + ) dx
0 e

¢ integrabile per ogni o > 0. Studiamo integrabilita di

“+o00 2 1
/ arctan <x + > dx
1 x

Se a < 2 l'argomento dell’ arcotangente ¢ sempre > 1 per cui arctan (@) > /4. Ne consegue che

x(!
Iintegrale diverge. Se o > 2, I’argomento di arcotangente tende a zero per x — 400, e integrando &
asintotico a 1/2*~2. Dunque I'ultimo integrale converge se e solo se a — 2 > 1, cioe o > 3.

+oo 3 1
/ arctan <$ + > dx
0 x

NB: con log si indica il logaritmo in base e.

In conclusione

converge se e solo se a > 3.



