ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 01.07.2022

TEMA 1: soluzione

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

1
fl@) = o~ 2| =7

(i) determinare il dominio di f ed il segno di f;

Dominio = R\{2}

f(x)>0
per ogni x € Dominio, perché prodotto di due funzioni positive.
(ii) calcolare i limiti significativi di f;

1
lim |z —2[e@2” =+o00-1=+0c0
z—+o00

1 1
lim |z —2|e@-2* = lim y 2e’ =400
r—2+ y=—-L y—r+00
(z—2)2

(iii) calcolare la derivata di f, discutere la monotonia di f e determinare I’estremo inferiore e ’estremo
superiore di f ed eventuali punti di minimo e massimo relativo ed assoluto; Per ogni x > 2

df 1 1 1 2 S e )
Zx) =e@2? — (g — 2)e@—22 = @272 (1 - 7> —e@22. 2 1%
iz = (o= D g = ¢ (w—22) "¢ (x —2)?
Analogamente, Per ogni x < 2
df —L 1 1 L 2 1 2 442
—_ = — (1—2)2 — 2 — 2 (1—2)2 7> = — (1—2)2 (1 — 7) = — (1—2)2 ——
iz (e (= 2)et oo ° (z —2)2 ° (x — 2)2

d,
Dunque, poiché 22 — 42 +2 > 0se esolose z > 2+ V2 0z < 2 — /2, si ha che d—f(a;)>()seesolose
x

d d
x>2+\/§02—\/§<x<2,mentre%(2—1—\/5):%(2—\/5):0.

Inoltre f(2+ v2) = f(2 —Vv2) = V2.

Dunque la funzione & strettamente crescente in [2—+/2,2[ e in [24 /2, +-00], & strettamente decrescente
inj—o00,2— \/5[ ein 2,24 \/5}, cosicché in 24+ v/2 e in 2 — /2 essa ha due minimi relativi che sono anche
assoluti. Inoltre la funzione & illimitata superiormente.

(iv) calcolare eventuali asintoti di f;

. xr .
lim M = lim
r—+oco X r—+00 x



f (=)

o

) ) 2 —1x)e@2?

lim ——~ = lim @om)et
T—3—00 T T——00 €T

=-1-1=-1

lim (f(x)—x):(x—2)eﬁ—$:

T—+00

Utilizzo lo sviluppo di e¥ per y — 0, con y = ﬁ

:wﬂlfoo<x‘“<;—_22>2+"<<xi2>>‘“’) -

Analogamente

mli}r_noo(f(x)—i-x)z(Q—:v)eﬁ—xzzgrfoo <2—x+ (j__;)Z +0((xi2)> +m> =2

In conclusione, per £ — +o0, si ha I’ asintoto y = —2 + x e per x — —o0, si ha |’ asintoto y =2 —

(v) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Esercizio 2 [8 punti] Determinare in forma algebrica le soluzioni in C dell’equazione
2 (-2 -20)2% +4i = 0.

Pongo w := z2. L’equazione per w &
w? + (=2 — 2i)w +4i = 0

le cui soluzioni sono
wy=14+147r, wo=14+14+179

dove 71,79 sono le radici quadrate di (1+i)? —4i =1—-2i —1=—2i. Cioer; = —1+iero=1—1i,da
cui wy = 24, wy = 2 per cui le soluzioni si trovano unendo le soluzioni z? = 2i a quelle di 22 = 2. Ne segue

(con il solito de Moivre) che le soluzioni sono

s=144,20=—-1—14,23=2, 24 =—V2



Esercizio 3 [7 punti]
(i) Determinare, al variare di o € IR, il limite

14 2)% —1
lim %

z—07F 2

Utilizzando il principio di sostituzione nel prodotto/quoziente di limiti con funzioni asintotiche, osservando

che, per z — 071, e®®108(1+2) _ 1 ~ axlog(l + z) ~ az?, si ottiene
. (1+z) -1 . elos(H2)™ _q . azlog(l+x) . ax?
lim ——%—— = lim ————— = lim —————= = lim — =a.
z—0t x z—07F x z—0t x z—0t I

Esercizio 4 [8 punti] (i) Calcolare il seguente integrale indefinito

—dt.
[

Pongo y := v/t, per cui dy = %(\/f)_ldt = %y‘ldt, cioe dt = 2ydy. Si ha dunque

Vi y? 1+ y? 1
T+t /1+y2 Y [/1+y2 Al y]
2(y—arctan(y))—|—c:2<\/f—arctan(\/f)) +c, Ve € R.

(ii) Discutere la convergenza dell’integrale generalizzato

+oo\/i

dt
o 1+t

al variare di o € R.

Per t — 04, se a > 0 la funzione integranda e continua nello 0. Se invece a < 0 la funzione &
prolungabile per continuita, uguale a 0 nello 0. Dunque non ci sono problemi di integrabilita in un intorno

destro di 0.
Vit Vit

Per t — 400, se a < 0, 1]{ta ~ 4/t che non & integrabile per t — +00. Se a = 0 e ~ 5 che,
similmente, non & integrabile per t — 400. Se a > 0, H% ~ —L - che per t — 400 ¢ integrabile se e solo
972

seoz—§>1c1oe,seesolosea>§.



