ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 13.02.2023

TEMA 1

Esercizio 1 (8 punti) Si consideri la funzione

f(x) = 2*(log |z| — 4)

(a) determinare il dominio di f, il segno di f ed eventuali simmetrie;

Dom(f) = R\ {0}.

La funzione f & pari e f(z) = 0 se e solo se log || = 4 quindi per x = +e*. Inoltre f(x) > 0 se e solo se
log |z| > 4 quindi per x > e* e 2 < —e*.

(b) calcolare i limiti, eventuali prolungamenti per continuita ed asintoti agli estremi del dominio;

Usando la sostituzione y = % otteniamo

—logy—4

lim f(z) = lim 5 =0

z—07F y—+o0 Y
grazie la gerarchia degli infiniti. Dato che f ¢ pari anche lim,_,o- f(z) = 0 quindi f ¢ prolungabile con
continuita in x = 0. Inoltre

lim f(z)= lim f(x)=+o0

T——00 r—r—+00

x
lim L) = 400, lim — = —©
r—+oco I Tr——00 I
quindi f non ha asintoti orizzontali o obliqui a +oo.

(c) studiare la derivabilita di f nel suo dominio, calcolare la derivata prima ed eventuali limiti della
derivata, ove necessario; discutere la monotonia di f e determinare I’estremo inferiore e ’estremo superiore
di f ed eventuali punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;
La funzione f & derivabile nel suo dominio in quanto composizione e prodotto di funzioni derivabili,
inoltre
f'(x) = 2z(log |z| — 4) + . = z(2log || — 7).

Vale

—21 -7
lim f'(z) = lim LM =0 per la gerarchia degli infiniti, dove y = 1;
x—0T y——o0 Y z

inoltre f’ & dispari in quanto f & pari, quindi anche

lim f'(z)=0

z—0~
Abbiamo f/(z) = 0 se e solo se log|z| = I quindi per z = tei. Sex € (0,400) vale f'(z) > 0
quando logx > % quindi per x € (e%,—i—oo). Visto che f’ ¢ dispari, avremo f’(z) > 0 se e solo se
x € (—e%,O) U (e%,—i—oo). In particolare f & strettamente crescente negli insiemi [—e%,O) e [e%,+oo) e



Figura 1: Grafico di f

7 7
strettamente decrescente negli insiemi (—oo, —e%] e (0,e2]. I punti £e2 sono punti di minimo assoluto e

la funzione assume il valore minimo —%-, mentre sup f = +oo.

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.
Vedere Figura 1.

Esercizio 2 (8 punti) Trovare in C le soluzioni della seguente equazione ed esprimerle in forma algebrica:
V322 —22—i=0.

Le due soluzioni sono
24w 24w

A /o 0 22 = =
2v3 27 93

dove w1, wy sono le due radici quadrate in C di b — 4ac = 4+ 4+/3i. Le due radici wq e ws hanno modulo
\/|4 + 4v/3i| = v/8 = 2¢/2 e argomenti %Arg (4 + 4\/§z> =Ge %Arg (4 + 4\/32) N — %T. Quindi

wy = 2\/§ei% = 2\/5 (cos (g) + ¢sin <76T>> = \/6—1— \/iz e Wy = —wWi = —\/6— \/52

Dunque le soluzioni sono

<1

246 1 . 2-v6 1
21:74‘72, —
2v3 V6

Esercizio 3 (8 punti) Data la successione

1

: 1
Sin (W)

(a) determinare I'ordine di infinito o infinitesimo di (ay), per ogni a > 0;

Ay = )

1 1 1/3
1+—<1+>
3n n

b) discutere il carattere della serie 327> a,, per ogni a > 0.
n=1 p g

(a)

1+1_(1+1>”3] R Tkl




9%4-0(#) 1
T Lio(%)

Pertanto se 0 < a < 2 la successione ha ordine di infinitesimo 2 — a, se a > 2 ha ordine di infinito a — 2,

mentre se ¢ = 2 non ¢ né infinita né infinitesima.

(b) Per il punto (a), la successione (a,) (definitivamente a termini di segno costante) & asintotica alla
+oo _ 1
n=1 p2—-a

successione ——;, pertanto dal criterio del confronto asintotico Z;{i‘i an converge se e solo se Y

converge. Cio accade se e solose 2 —a > 1,ie. a < 1.

Esercizio 4 (8 punti) Si consideri la funzione

1
= — R).
fa(2) (1 —x)ze (@€ R)
(a) Calcolare I'integrale
1/4
/ 1/2() dw
(b) Studiare, al variare di « € IR, la convergenza dell’integrale
1/4
falz) dz.
(a)
1/4 1/4 1 J | 1/2 2y J
fijalw) da 50t /. (1— )22 v o} 50t Job (1—1y2)y Y
/2 9 12 1 1
li ——dy = 1li —+—)d
50 ez (1—1y?) Y= A0 3 <1+y + 1—y> Y
. 1 S
Jlim (log(1 +1/2) — log(1 + ¢2) — log(1 — 1/2) + log(1 — ¢7)) =
=log(1+1/2) —log(1l —1/2) = log(3)
poiché
2 A B A+ B B-A
= _ +(it(y2) )y VyeR < A=B=1

- (+y) (-9

(b) Per  — 0 si ha che f, ~ w%; quindi I'integrale

1/4
/ fa(z)dx.
0

converge se e solo se a < 1.
Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cio che ¢ scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.
Sviluppi di Mac Laurin.
ala—1)(a—2 n n
(a—1)(a—2) 3+...+< g >x Fo@™  ¥n>0

(1+x)“:1+ax+a(a2_1)x2+ 30 x

: _ 13,15
sm(oc)fzr—gm +ax +--+(-1) @n 1)



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 13.02.2023

TEMA 2

Esercizio 1 (8 punti) Si consideri la funzione
f(z) = 2*(2log |z| - 3)

(a) determinare il dominio di f, il segno di f ed eventuali simmetrie;

Dom(f) = R\ {0}.

La funzione f & pari e f(z) = 0 se e solo se log |z| = 2 quindi per = = te?. Inoltre f(z) > 0 se e solo se
log |x| > % quindi per x > efex < —e2.
(b) calcolare i limiti, eventuali prolungamenti per continuita ed asintoti agli estremi del dominio;

Usando la sostituzione y = % otteniamo

—2logy —3

lim f(z) = lim 5 =0

z—0t y—+00 Y
grazie la gerarchia degli infiniti. Dato che f e pari anche lim,_,;- f(x) = 0 quindi f ¢ prolungabile con
continuita in x = 0. Inoltre

lim f(z)= lim f(z)=+o0

T——00 r—r—+00

lim M = +00, lim — = -0
rx—+oco0 X r——00 I

quindi f non ha asintoti orizzontali o obliqui a £oo.

(c) studiare la derivabilita di f nel suo dominio, calcolare la derivata prima ed eventuali limiti della
derivata, ove necessario; discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e I’estremo superiore
di f ed eventuali punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

La funzione f & derivabile nel suo dominio in quanto composizione e prodotto di funzioni derivabili,
inoltre
I'(z) = 2z(2log |z| — 3) + 2z = 4z(log |z| — 1).

Vale

—41 —4
lim f'(x) = lim —Og|y\ =

0 1 hia degli infiniti, d =1
. g y per la gerarchia degli infiniti, dove y

z7
inoltre f’ & dispari in quanto f & pari, quindi anche

lim f/(z) = 0.

z—0~
Abbiamo f’(z) = 0 se e solo se log|z| = 1 quindi per x = +e. Se x € (0,+00) vale f'(x) > 0 quando
logz > 1 quindi per x € (e, +00). Visto che f’ & dispari, avremo f’(x) > 0 se e solo se z € (—e,0)U(e, +00).
In particolare f & strettamente crescente negli insiemi [—e,0) e [e, +00) e strettamente decrescente negli



Figura 2: Grafico di f

insiemi (—oo, —e] e (0, ¢e]. I punti e sono punti di minimo assoluto e la funzione assume il valore minimo
—e?, mentre sup f = 400.

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.
Vedere Figura 2.

Esercizio 2 (8 punti) Trovare in C le soluzioni della seguente equazione ed esprimerle in forma algebrica:
V322 —22+i=0.

Le due soluzioni sono
24w 24w

z1 = P z2 = )
1 23 2 53
dove w1, wy sono le due radici quadrate in C di b — 4ac = 4 — 4v/3i. Le due radici w; e we hanno modulo

\]4 - 4/3i] =v/8=2V2 ¢ argomenti %Arg (4 — 4\/§z> = —% e %Arg (4 — 4\/51) + 7= %”. Quindi
w, = 2\@6_1% =2V2 (cos (—g) + 7sin (—g)) = V6 — V2 e W = —wWp = —V6 +V/2i.

Dunque le soluzioni sono

24+v6 1 2-v6 1.
2= ——F — —F=1, 29 = —— + —=1.
2v3 V6 2v3 V6

Esercizio 3 (8 punti) Data la successione
1
an, =

2\ ~1/2 1
_mngﬁo+n> —1+ -

(a) determinare I'ordine di infinito o infinitesimo di (ay), per ogni a > 0;

i

b) discutere il carattere della serie .79 a,, per ogni a > 0.
n=1 P g




3 1
ﬂ?+0(m) 3
T 1) " 2p2a
s+ ()
Pertanto se 0 < a < 2 la successione ha ordine di infinitesimo 2 — a, se a > 2 ha ordine di infinito a — 2,
mentre se ¢ = 2 non ¢ né infinita né infinitesima.

(b) Per il punto (a), la successione (a,) (a termini di segno positivo) & asintotica alla successione HQ—I_Q,
. . . . 400 400 1 N
pertanto dal criterio del confronto asintotico > 2 a,, converge se e solo se » ;2 = converge. Cio accade
seesolose2—a>1,ie a<l1.

Esercizio 4 (8 punti) Si consideri la funzione
(v e R).

(a) Calcolare l'integrale

1
/0 fi)2(x) dz

(b) Studiare, al variare di a € IR, la convergenza dell’integrale

1
fa(x)dz.
0

1 1 1

1 2y
dor=lim [ ——dv = i o=
| i@z = ym [ O o)at gk 0t Sz (9= 2y

im [ 2 gy= / ] < S ) d
im ———dy = lim |+ —
=0+ Je1/2 (9 — y?) J =0+ /o123 \3+y 33—y y

1
lim 3 <log(1 +3) —log(3+ c%) —log(3 — 1) + log(3 — Cé)) =

cl/2—0+
— Liog(a/3) = Liog(2/3) = Liog(2)
3% 3 08LE/0) = 3708
poiché
2 A B 3(A+B)+3(B- Ay |
= + = VyeR < A=B=—
9-v*) B+y) (B-y) (1—y?) Y 3

(b) Per z — 0 si ha che fo ~ m%; quindi I'integrale

/01 fa(z) dz.

converge se e solo se a < 1.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Sviluppt di Mac Laurin.

(1+2) =1+ar+ 22 g% 4 m+~--+<z>m"+o(sx") Vn >0



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 13.02.2023

TEMA 3

Esercizio 1 (8 punti) Si consideri la funzione
f(z) = 2*(3loga| - 2)

(a) determinare il dominio di f, il segno di f ed eventuali simmetrie;

Dom(f) = R \ {0}.

La funzione f ¢ pari e f(x) = 0 se e solo se log |z| = % quindi per x = te3. Inoltre f(z) > 0 se e solo se
log |x| > % quindi per x > i ex < —es.
(b) calcolare i limiti, eventuali prolungamenti per continuita ed asintoti agli estremi del dominio;

Usando la sostituzione y = % otteniamo

—3logy —2

5 0

li = li
A T = ey
grazie la gerarchia degli infiniti. Dato che f ¢ pari anche lim,_,o- f(2) = 0 quindi f ¢ prolungabile con
continuita in x = 0. Inoltre
lim f(z)= lim f(x)=+o0

T——00 r—r—+00

lim @ = 400, lim —— = —o0
rx—+o00 X r——00 I

quindi f non ha asintoti orizzontali o obliqui a +oo.
(c) studiare la derivabilita di f nel suo dominio, calcolare la derivata prima ed eventuali limiti della
derivata, ove necessario; discutere la monotonia di f e determinare I’estremo inferiore e ’estremo superiore
di f ed eventuali punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

La funzione f e derivabile nel suo dominio in quanto composizione e prodotto di funzioni derivabili,

inoltre
f'(z) = 2z(3log|z| — 2) + 3z = z(6log |z| — 1).

Vale

1

=0 per la gerarchia degli infiniti, dove y = —;

lim f'(z) =0

z—0~
Abbiamo f'(z) = 0 se e solo se log|z| = % quindi per x = teb. Sex € (0, +00) vale f'(z) > 0
quando logzx > % quindi per z € (eé,—i—oo). Visto che f’ & dispari, avremo f'(z) > 0 se e solo se



Figura 3: Grafico di f

x € (—e%,O) U (e%,—i—oo). In particolare f & strettamente crescente negli insiemi [—e%,O) e [e%,—i—oo) e
strettamente decrescente negli insiemi (—oo, —eé] e (0, e%]. I punti ted sono punti di minimo assoluto e
la funzione assume il valore minimo —%eé, mentre sup f = 4o00.

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Vedere Figura 3.

Esercizio 2 (8 punti) Trovare in C le soluzioni della seguente equazione ed esprimerle in forma algebrica:
V322422 —i=0.

Le due soluzioni sono
—2 4+ wq —2 4 wq

PN zZ — T L 5
23 2T o3
dove w1, wy sono le due radici quadrate in C di b2 — 4ac = 4 + 4+/3i. Le due radici w; e wy hanno modulo

04+ 4\/§z] =vV8=2V2e argomenti %Arg (4 + 4\/31) = % e %Arg (4 + 4\/§z) + 7= %’T. Quindi

Z1 =

wy = 2\/§6i% =2V2 (cos (g) + 2sin (7(;)) =6+ V2i e Wy = —Wp = —V6 — V/2i.

Dunque le soluzioni sono

—24+v6 1 . —2-6
= + —=i = —

1
2= , —=1.
SN 2v3 V6
Esercizio 3 (8 punti) Data la successione

1 l(l + 1>1/3 1+ 1
Qp = ————— - — il
" sinh (#) n 3n

(a) determinare I'ordine di infinito o infinitesimo di (ay), per ogni a > 0;

)

(b) discutere il carattere della serie 37> a,, per ogni a > 0.



1 2 1 1
l— gt —l+gh+o(E)

s o)

1\ /3 1
(1 + > —1+—|=
n 3n
2 1
Gz TO (ﬁ) 2
1 1 gn2—a
dato(m) o
Pertanto se 0 < a < 2 la successione ha ordine di infinitesimo 2 — a, se a > 2 ha ordine di infinito a — 2,
mentre se a = 2 non ¢ né infinita né infinitesima.

(b) Per il punto (a), la successione (a,,) (a termini di segno positivo) & asintotica alla successione —,
n
pertanto dal criterio del confronto asintotico :[:Col an, converge se e solo se ST

converge. Cio accade

n=1 nQ*a
seesolose2—a>1,ie a<1.
Esercizio 4 (8 punti) Si consideri la funzione
1
fa(z) = =)z (e € R).
(a) Calcolare 'integrale
1
/0 fi)2(x) dz
(b) Studiare, al variare di « € IR, la convergenza dell’integrale
1
/ fa(x)dz.
0
(a) 1 1 1 1 2
: . Yy
x)dr = lim —— dx = lim ———dy =
/0 f1/2( ) c—0+ J,. (4_1')1»% y:I% =0+ Je1/2 (4 — yQ)y Yy

y ! 2 g m L[ ( 1,1 ) J
1m - im — _— _— =
=0+ Jor/2 (4 —y?) Y =0+ 2 Jaz \2+y  2—y y

1 1
= lim = <log(1 +2) —log(2+ c%) —log(2 — 1) + log(2 — c%)) = —log(3)
/2504 2 2

poiché

2 A B 2(A+B)+2(B- Ay 1
G- @ty C-v 4 WeR = A=B=3

(b) Per z — 0 si ha che f, ~ -%; quindi D'integrale

/01 fa(x)dz.

converge se e solo se o < 1.



Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cio che ¢ scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Siluppi di Mac Laurin.

1+x“zl—i—am—i—a(ail)mZ—i—a(ail)(a72)m3+~~~+ C) 2" 4 o(z” Yn >0
2 3! n

1 - 1
sinh(ﬂc):x+—x3++5m5+...+

3! 2n+1)!



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 13.02.2023

TEMA 4

Esercizio 1 (8 punti) Si consideri la funzione
f(z) = 2*(4logla| - 1)

(a) determinare il dominio di f, il segno di f ed eventuali simmetrie;

Dom(f) = R \ {0}.

La funzione f & pari e f(z) = 0 se e solo se log |z| = 1 quindi per = = tei. Inoltre f(z) > 0 se e solo se
log |x| > i quindi per x > ef ez < —el.
(b) calcolare i limiti, eventuali prolungamenti per continuita ed asintoti agli estremi del dominio;

Usando la sostituzione y = % otteniamo

—4logy —1

5 0

li = li
A T = ey
grazie la gerarchia degli infiniti. Dato che f ¢ pari anche lim,_,o- f(2) = 0 quindi f ¢ prolungabile con
continuita in x = 0. Inoltre
lim f(z)= lim f(x)=+o0

T——00 r—r—+00

- f(=@) :
lim —— = +o0, lim —— = —o0
rx—+o00 X r——00 I
quindi f non ha asintoti orizzontali o obliqui a +oo.
(c) studiare la derivabilita di f nel suo dominio, calcolare la derivata prima ed eventuali limiti della
derivata, ove necessario; discutere la monotonia di f e determinare I’estremo inferiore e ’estremo superiore

di f ed eventuali punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

La funzione f e derivabile nel suo dominio in quanto composizione e prodotto di funzioni derivabili,
inoltre
f(x) =2x(4log |x| — 1) + 42 = 2x(41og |z| + 1).

Vale

1

)

—8logly|+2

0 per la gerarchia degli infiniti, dove y =
z—0t Y—r+00 Yy
inoltre f’ & dispari in quanto f & pari, quindi anche

lim f'(z) = 0.

z—0~

Abbiamo f/(z) = 0 se e solo se log|z| = —% quindi per z = te 1. Sex € (0,4+00) vale f'(x) > 0

quando logz > —i quindi per x € (efi,—i—oo). Visto che f’ & dispari, avremo f’(x) > 0 se e solo se



Figura 4: Grafico di f

x € (—e_%,O) U (e‘i, +00). In particolare f & strettamente crescente negli insiemi [—6_%,0) e [e‘i, +00) e
strettamente decrescente negli insiemi (—oo, —6_%] e (0, e‘i]. I punti +¢~ 1 sono punti di minimo assoluto
e la funzione assume il valore minimo —2e™ 2, mentre sup f = +oo.
(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Vedere Figura 4.

Esercizio 2 (8 punti) Trovare in C le soluzioni della seguente equazione ed esprimerle in forma algebrica:
V322 422 +i=0.

Le due soluzioni sono
—2 4+ wq —2 4 wq

4 /5 22 = T =
23 2T o3
dove w1, wy sono le due radici quadrate in C di b> — 4ac = 4 — 4+/3i. Le due radici w; e wy hanno modulo

\ 04— 4\/§z] =/8=22¢ argomenti %Arg (4 — 4\/31) = —% e %Arg (4 — 4\/31) + 7= 5%. Quindi

Z1 =

w, = 2\/5671% =2V2 (cos (—g) + 2sin (_7(;>> =6 — V2i e Wy = —Wp = —V6 + V/2i.
Dunque le soluzioni sono

o 24V6 1 —2-v6 1.

7= —— 1, z
NG 2T B

§.@

Esercizio 3 (8 punti) Data la successione

o
arctan( L )

na

1 9 1/2
1+—<1+)
n n

(a) determinare I'ordine di infinito o infinitesimo di (ay), per ogni a > 0;

Ay = )

(b) discutere il carattere della serie 37> a,, per ogni a > 0.



o
arctan ( L )

an —

Hl_(m)ﬂ 1+i—11—i+2§2+0<é)
monom a0 ()

na

mto(k) 1

= 1 1 ~ 2—a
na +o0 (ﬁ) 2n
Pertanto se 0 < a < 2 la successione ha ordine di infinitesimo 2 — a, se a > 2 ha ordine di infinito a — 2,
mentre se a = 2 non ¢ né infinita né infinitesima.

(b) Per il punto (a), la successione (a,) (a termini di segno positivo) & asintotica alla successione —,
pertanto dal criterio del confronto asintotico 32 a,, converge se e solo se 7> # converge. Cio accade
seesolose2—a>1,ie a<1.

Esercizio 4 (8 punti) Si consideri la funzione

1

foz(x):m (e € R).

(a) Calcolare I'integrale
1
/0 fij2(z) dx

(b) Studiare, al variare di a € R, la convergenza dell’integrale

/01 fa(z)dx.

1 1 1 ! 2y
z)dr = lim ——dr =_lim T dy =
/0 fiy2() 0+ Je (16 — $)x% y=g} 0 Je1/2 (4 -9y 4

li 1 2 d li L ( ! + ! > d
im ———-dy = lim - —_—t —
=0+ Je1/2 (16 — y2) y c—0+4 Jar \4+y 44—y Y

1
lim - (log(l +4) — log(4 + c%) —log(4 —1) + log(4 — c%)) =
el/2504 4

1 1 1
= log(5/4) — § log(3/4) = ; log(5/3)
poiché
2 A B 4A+B)+4(B—-A)y 1

(16_y2):(4+y)+(4—y)_ (4—y?) VyGR<:>A:B:4

(b) Per x — 0 si ha che f, ~ x%; quindi l'integrale

/01 fa(x) dzx.

converge se e solo se a < 1



Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cio che ¢ scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Sviluppo di Mac Laurin.

(1+x)“:1+ax+a(a1)m2+a(a1)(a2)m3+~~~+( Z )m”—i—o(w") VYn >0

arctan(z) =1 —



